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Intégration et probabilités

Controle continu 1

La question de cours et les deux exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans un ordre
quelconque. Un bareme indicatif est donné pour chaque exercice.
Fait admis. On admettra qu'une mesure finie 1 sur R est caractérisée par la fonction F), définie par

Ve e R, F,(z)=pu(] —oo,zl).

En d’autres termes, si p et v sont des mesures finies sur R, @ = v si et seulement si F), = F,.

Question de cours. (4 pts)
Donner la définition d'une mesure p sur (£, .A) un espace mesurable. Démontrer que si p est une mesure
sur (£, .A) alors, pour toute suite (B,,), oy croissante de A, ji(UpenBy) = limy, pu(5y,).

Exercice 1. (11 pts) Mesure image
Soit (E,A, ) un espace mesuré, (F,B) un espace mesurable et f : (E,A) — (F,B) une application
mesurable. On définit I’application ;i de B dans R par

VBEB, u(B)=u(f(B)).

1. Montrer que jf est une mesure sur (F, 8). Montrer de plus que si p est une mesure de probabilité,
il en est de méme pour piy.

Dans toute la suite de I'exercice, on considere des mesures sur (R, B(R)). Soit 7 la mesure associée a la
fonction F,, = x1j1)(«) + 11 400(z). Elle est appelée mesure uniforme sur [0,1]. Soit 4 une mesure de
probabilité telle que F), soit continue et strictement croissante sur R.

2. Montrer que F), est bijective de R dans un ensemble que l'on précisera (on pourra calculer
lim, o Fyu(x) et lim, o Fj,()). On notera F, ' son inverse.

3. Calculer (] — oo, F,(z)]) pour tout = € R.
4. En déduire que la mesure image de 7 par F; L est la mesure p.
Soit v la mesure de Bernoulli de parametre 1/2 définie par v = (1/2)dy + (1/2)0;.
5. Déterminer F,.
6. Montrer que v est la mesure image de 7 par une application f que I'on précisera. Y-a-t-il unicité
de la fonction f 7 Existe-t-il une application g telle que n soit 'image de v par g7
Exercice 2. (5 pts)
Soit f: (E, A) — (Ry, B(R)) une fonction mesurable et p une mesure sur A telle que p(E) # 0.

1. Montrer qu'il existe un ensemble A € A tel que pu(A) # 0 et f soit bornée sur A. On pourra
considérer les ensembles (Ay), oy définis par : pour tout n € N, A, = {f < n}.

2. Montrer que si pu({f > 0}) # 0 alors il existe A € A tel que u(A) # 0 et f est minorée sur A par
une constante strictement positive.



