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Exercice 1.

1.1. Rappeler la définition du logarithme complexe. Sous quelle condition sur z a-t-on
Log(2?) = 2Log 2?

1.2. Donner la définition de la fonction ¢ de Riemann. Cette fonction se prolonge en une
fonction méromorphe sur C avec un unique pole. Quel est ce pole et quel est le résidu de
¢ en ce pole? La démonstration n’est pas demandée.

1.3. Qu’est-ce que la formule d’Euler, liant la fonction ¢ et les nombres premiers? La
démonstration n’est pas demandée.

1.4. Donner la définition de la fonction I'. Cette fonction se prolonge en une fonction
méromorphe sur C. Quels sont ses poles et ses résidus en ces poles? Quelle est I’équation
fonctionnelle vérifiée par la fonction I'? Calculer I'(—1/2).

1.5. On considere f : R2 — R, donnée par f(z,y) = e~ @ +2v+¥)  Quelle est la
transformée de Fourier de f?

1.6. On rappelle I'expression de la fonction de Bessel de premiere espece
Z\" (—1)F 2\ 2k 1
Tuz) = (5) > <§> T(v+1+k)
k>0 ’
Montrer que pour z € C,0 € R, on a e*50 = > nez Jn(2)ei?.

Exercice 2. Soient (p, €, R) €]0,27[x]0, 5[x]0, +o0o] et soit C, . r le contour orienté du
plan complexe composé du segment [pe’® + R, pe'€], de la portion de cercle de pe’ & pe~*
passant par —p et du segment [pe™%¢, pe ™' + R].

2.1. Pour z € C\R_, on pose L(z) = Log(—z)+im. Montrer que L est une détermination
du logarithme qui correspond & une détermination de 'argument dans I'intervalle |0, 27].

On pose, pour z € C\Ry et t € C, z* = etF(?). Calculer lim -—1 2% et lim -—1 2%

Im z>0 Im z<0
2.2. Montrer que §C,,,€,R z*71(e* —1)7dz a un sens.
2.3. Pour p €]0,27],s € C, montrer que lim;ﬁ% pr,e,R 21(¢* — 1)~Ldz existe. On
note F'(p, s) cette limite. Donner une expressioﬁ?ﬁtégrale de F.
2.4. Montrer que, pour p €]0,27[, F(p,s) ne dépend pas de p.
2.5. Montrer que pour p €]0, 27[, la fonction s — F'(p, s) est entiere.
2.6. Montrer que pour Res > 1, p €]0,2x[, F(p,s) = a(s) f0+oo els=nzez _ 1)~ 1dy

avec une fonction a que l'on explicitera.



