
Université Rennes I F. NierMaster Mathématiques M1 Cours H06Examen du 09/05/2006, 2 heures.Le barême donné à titre indi
atif est sus
eptible d'être modi�é.Exer
i
e 1 : Questions de 
ours (4,5 pts) Donnez une réponse 
on
ise.a) 0,5pt Donner la formule de Leibnitz pour f, g ∈ C∞(Rd) et α ∈ N
d

∂α(fg) = · · · .b) 0,5pt Compléter la formule de Taylor ave
 reste intégral
f(b) =

∑

|α|6m

f (α)(a)

α!
(b − a)α + · · · .
) 0,5pt Donner la dé�nition de S(Rd).d) 1pt Que peut-on dire de l'ordre d'une distribution u ∈ E ′(Rd) à support 
ompa
t ? Est-
een
ore vrai pour u ∈ S ′(Rd) ?e) 1 pt Quand dit-on que deux fermés F et G de R

d sont 
onvolutifs ? et que deux distributions
u, v ∈ D′(Rd) sont 
onvoluables ?f) 0,5pt Qu'est-
e qu'une solution élémentaire E pour l'opérateur di�érentiel à 
oe�
ients
onstants P =

∑
|α|6m

aα∂α

x
?g) 0,5pt Si F désigne la transformation de Fourier sur S ′(Rd) et si u ∈ E ′(Rd) et v ∈ S ′(Rd)que vaut F(u ∗ v) en fon
tion de F(u) et F(v) ?Exer
i
e 2 (6pts) On note ∆ le Lapla
ien dans R

2 et on rappelle les expressions
∆ = ∂2

x1
+ ∂2

x2
, ∆ = ∂2

r
+

1

r
∂r +

1

r2
∂2

θen 
oordonnées 
artésiennes (x1, x2) ∈ R
2 et en 
oordonnées polaires (r, θ) ∈ R

∗
+ × [0, 2π[ . Onnote la fon
tion dé�nie sur R

2 \ {0} par Φ(x) = log(r), r = |x|.a) 1pt Véri�er ∆Φ(x) = 0 pour x 6= 0.b) 2pts Véri�er que Φ ∈ L1
loc

(R2).
) 3pts Montrer qu'il existe une 
onstante c à pré
iser telle que E = cΦ est une solutionélémentaire de ∆ dans R
2 .Exer
i
e 3 (10 pts) Comme dans l'exer
i
e pré
édent on travaille ave
 le Lapla
ien dans R

2.a) 3pts Montrer qu'une distribution dans S ′(R2) à son support in
lus dans {0} si et seulementsi 
'est un 
ombinaison linéaire de dérivées de δ0.b) 2pts En utilisant la transformée de Fourier, montrer que u ∈ S ′(R2) véri�e ∆u = 0 si etseulement si 
'est un polyn�me harmonique (ie polyn�me véri�ant ∆P = 0 sur R
2).
) 1pt Donner un exemple de polyn�me harmonique de degré 2 dans R

2.d) 2pts Donner la stru
ture générale d'une solution u ∈ S ′(R2) de ∆u = f ave
 f ∈ E ′(R2).e) 2pts Dans la question pré
édente on prend f =
∑

N

i=1 qiδxi
, montrer que l'on peut donnerune CNS sur ∑

N

i=1 qi pour que l'équation ∆u = f admette une unique solution u ∈ S ′(R2)telle que lim|x|→∞ u(x) = 0. 1


