GO04. Théorie de Galois

Epreuve du 19 octobre 2005.
Durée : 4 heures. Sans documents.

Les quatre exercices sont indépendants. Voici un baréme probable : 535 35 3;4; 5 .

1. - Question de cours.
Démontrer I'un, au choix, des résultats suivants :

1) Les polyndmes cyclotomiques @, (X) sont irréductibles dans Q[X].

2) Soient G un groupe fini d’automorphismes d’un corps L, et K = L€ 1le sous-corps des invariants.
Alors dimg (L) < Card(G).

2. - Soient K C L une extension finie de corps, ¢ un K-automorphisme de L et x un élément non
nul de L. On suppose que le degré de L sur K est impair, et que zo(x) € K. Montrer que z est dans K
(On montrera que o(K(z)) C K(x), et que o restreint ¢ K(x) est d’ordre au plus 2, puis on considérera
les degrés des extensions K C K(x)? C K(z) C L).

3. - Le polynome X* — X2 4 1 est-il cyclotomique ? Déterminer un générateur de I'extension de Q
de décomposition de ce polynéme & l'aide des racines 3-éme et 4-éme de l'unité j et i (on rappelle que
I’extension de décomposition d’'un polynome est une extension qui contient - et est engendrée par - les
racines du polynéme).

Mémes questions pour le polynéme X4 + X2 4 1.

4. - Soit w € C une racine primitive 5¢me de 'unité. On pose L = Q(w) et G = Gal(L/Q).
4.1. Rappeler la définition de 'isomorphisme ¢ : G — (Z/5Z)*. Montrer que G contient un unique
sous-groupe H d’ordre 2.
4.2.0nposea =3 yo(w)et = ZO{G,%H o(w). Donner le polynéme minimal de w, et calculer a+
et af.
4.3. Déduire de 4.2 que Q(w)? = Q(/5).

5. - Soient a et b des entiers non nuls tels que ni a, ni b ni ab ne soit un carré dans Q. On désigne
par /a et Vb des nombres complexes de carré égal &, respectivement a et b. On pose u = Va + Vb, et
K = Q(va, V).

5.1. Quel est le degré de K sur Q7

5.2. Apres avoir calculé u3, exprimer /a et Vb comme des polynomes en u & coefficients dans Q. Montrer

que K = Q(u).

?/?3. Quel est le polynéme minimal P(X) € Q[X] de u? Exprimer les racines de P en fonction de v/a et
b.

5.4. Déterminer le groupe de Galois Gal(K/Q).

5.5. Factoriser P(X) dans Q(vab)[X].



