
LICENCE
C01 : Etude globale des fonctions − Intégration

Examen Terminal

Mercredi 04 Janvier 2006
Durée : 2 heures

Première Partie

Intégralité de Jensen

1. Justifier que la fonction ℓn est concave sur ]0 , +∞[.

2. En déduire que si a1 , . . . , an sont n nombres réels strictement positifs on a :
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3. Soit f une fonction continue strictement positive sur l’intervalle [0 , 1].
Soient n un entier supérieur ou égal à 1 et k un entier, k ∈ [1 , 2 , . . . , n].

On pose ak = f
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)

.

Justifier que :
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En déduire que :

∫ 1

0

ℓn f(t) dt 6 ℓn

(
∫ 1

0

f(t) dt

)

.

Deuxième Partie

A − Pour x ∈]0 , +∞[ on pose h(x) =

∫

x

0

e− t

√
t

dt.

1. Montrer que h est bien définie sur ]0 , +∞[.

2. En écrivant que h(x) =

∫ 1

0

e− t

√
t

dt +

∫ x

1

e− t

√
t

dt , justifier que h est continue, dérivable sur ]0 , +∞[.

Calculer h′(x).

3. Montrer que lim
x→0

h(x) = 0.

4. Montrer que l’intégrale I =

∫ +∞

0

e− t

√
t

dt est convergente et que lim
x→+∞

h(x) = I.

5. Montrer que l’intégrale J =

∫ +∞

0

e− t
2

dt est convergente et que I = 2J .

... / ... Tournez la page S.V.P.



B − Pour x ∈ [0 , +∞[ , on pose g(x) =

∫ +∞

0

e−x t
2

1 + t2
dt.

1. Montrer que g est bien définie sur [0 , +∞[.

2. Montrer que g est continue sur [0 , +∞[ et que g(0) =
π

2
.

3. Justifier que g(x) 6

∫ +∞

0

e−x t
2

dt et en déduire que lim
x→+∞

g(x) = 0.

4. Soit α > 0. Montrer que g est dérivable sur [α , +∞[ et calculer g′(x).
En déduire que :

(⋆) ∀x ∈]0 , +∞[ , g′(x) − g(x) = −
∫ +∞

0

e−x t
2

dt

5. Montrer que, pour tout x ∈]0 , +∞[ ,

∫ +∞

0

e−x t
2

dt =
J√
x

.

6. On pose : g(x) = λ(x) · ex , où λ : ]0 , +∞[→ R est dérivable.
Déduire de (⋆) qu’il existe une constante µ ∈ R telle que : ∀x ∈]0 , +∞[ , λ(x) = − J h(x) + µ.

7. Déduire de la question B.2 que : µ =
π

2
.

8. Déduire de la question B.3 que : J =

√
π

2
.


