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BO03 : Ensembles, applications, relations, groupes.

Examen du mardi 9 mai 2006 - Début : 14h Durée : 2h

L’examen comporte trois exercices completement indépendants. Tout résultat doit
étre justifié par une démonstration précise et rigoureuse. L’utilisation ou la consul-
tation de documents n’est pas autorisée. Il en va de méme des calculettes. La qualité
de la rédaction, ainsi que la présentation générale de la copie sera appréciée dans la
note finale. Bon courage.

Exercice 1 (10 points)

Le but de cet exercice est de démontrer que IN? est dénombrable en construisant un
dénombrement explicite.

Soit f : N — N une application satisfaisant
(x) f(0)=0 et VseN, f(s)<f(s+1).
1. Montrer que f est strictement croissante, c’est a dire que
Vs,s e N, s<s = f(s) < f(s).

On pourra faire une récurrence sur la différence d := s’ — s.

2. Montrer que la famille de sous-ensembles

ILi={f(s),f(s)+1,f(s)+2,....,f(s+1)—1} (se€N)

est une partition de N.

Dans le reste de cet exercice, on suppose que f est définie par récurrence par

f(0)=0 et VseN,f(s+1)=f(s)+s+1.

Nous observons que f satisfait bien la propriété (x).

3. Ecrire f comme fonction numérique (rationnelle) de s.

4. La fonction f est-elle injective, surjective, bijective ?

On définit la fonction ¢ : N* — N par

p(m,n) = f(m+n) +n.



5. Montrer que

VYm,n € N, o(m,n) € I,
6. En déduire que ¢ est injective.
7. En déduire aussi que ¢ est surjective.

8. Montrer que N? est dénombrable.

Exercice 2 (8 points)

Dans cet exercice, on désigne par R, I'ensemble des réels positifs ou nuls. Soit C'
I’ensemble des fonctions continues de R dans R.. On considre la relation > sur C'
définie par

f>ge Ve eR, f(z) > g(x).
Montrer que c¢’est une relation d’ordre.
Est-ce un ordre total ?

L’ensemble ordonné C' a-t-il un plus petit élément ?

= W N

On considere le sous-ensemble A de C contenant les 3 fonctions
r—exp(z), x—exp(—z), et x— |zr]+1

Y-a-t’il des éléments minimaux dans A ? Si oui, lesquels ?

5. Le sous-ensemble
B={feC f(0)>1}
a-t-il une borne inférieure ?
On considere la relation ~ sur C' définie par
f~ge3IMeR VzeR, |f(z) —g(x) < M.

6. Montrer que c’est une relation d’équivalence.

7. Donner I'exemple de deux fonctions qui appartiennent a des classes distinctes.
On définit une autre relation d’équivalence ~ par
f~geVreR,IM e Ry, |f(x) —g(x)| < M.

8. Décrire 'ensemble quotient C'/ ~.

Exercice 3 (2 points)

Dans le groupe symétrique Sg, on considere ’élément

1 2 3 4 5 6
5 6 1 4 3 2

g =

1. Déterminer la décomposition en cycles disjoints de o.

2. Calculer o32.



