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Exercice 1.

On étudie, dans cet exercice, une méthode de minimisation sans contrainte d’une fonc-
tionnelle quadratique de la forme

J(v) = %(Av,v) — (b,v) .

Cette méthode est basée sur un principe itératif semblable a celui de la méthode du gradient
a pas optimal mais pour laquelle les directions successives de descente sont imposées.

e Définition : On dit que les vecteurs d; , i« = 0, ...,n — 1 sont conjugués par rapport a
une matrice symétrique définie positive A si

V’L,]G{O,,nfl}, 17&] :>(Adz,dj):0

e Notons {d;, i =0, ...,n— 1} une famille quelconque de vecteurs conjugués par rapport

a une matrice symétrique définie positive A de R™*™. On se donne par ailleurs un
vecteur b € R”.
Soit un vecteur initial ug € R™ arbitraire. A 1’étape (k + 1), supposant construits
les vecteurs uq, ..., ug, ce qui sous-entend que les vecteurs (Au; —b), 1 = 0,...k — 1
sont tous différents de zéro, deux cas peuvent se présenter : Ou bien Aug — b = 0 et
lalgorithme est terminé, ou bien Auy — b # 0, auquel cas on définit le nombre

(Auy, — b, dy;)

"k T T Ady, dy)

puis le vecteur
Uk4+1 = Uk — dek .

1. Justifier le choix de rg.

2. En supposant que Aup—b#0 Vk=1,--- ,n—1, exprimer u; pourl =1,---  n,
en fonction de ug, {r;,i=0,...,n—1} et {d;, i =0,..,n—1}.

3. Montrer que (Aug,dy) = (Aug,di) Vk=0,---,n—1.

4. Montrer que la méthode converge en n itérations au plus, vers la solution du
systeme linéaire Au = b.

5. Cette méthode est-elle plus intéressante ou moins intéressante qu’une méthode
de gradient conjugué non préconditionnée. (indication : Discuter selon le condi-
tionnement de A)?

Solution :

1. A T’étape k, on cherche r; minimisant Pexpression en r donnée par J(uy — rdy) cad le
polyndéme en r, de degré deux et convexe %(Adk, di)r? + (b— Aug, di)r+ (%Au;C —b,ug)
dont la dérivée s’annule bien en r = 7.



2. On montre par récurrence : VI u; = ug — Zi;é rid; .
3. Découle de la question précédente et des propriétés sur {d;, i =0,...,n — 1}.
4. On regarde (Au, — b, dy) :

(Aup, — b dy) = (Aug,dy) — S0 ri(Ad;, dy) — (b, dy,)
AUQ,dk) — Tk(Adk,dk) — (b,dk)

)
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— (Auy — b,dy) — (b,dy) par définition de ry,
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Enfin, comme les d; constituent une base de R™ (on vérifie facilement qu’ils constituent
une famille libre), on en déduit que u,, est la solution du systéme Au = b.

5. Si le conditionnement de A est petit, la méthode du gradient convergera plus vite
car elle choisira des directions plus efficaces. Si le conditionnement de A est mauvais,
la propriété d’orthogonalité des directions de descentes dans la méthode du gradient
conjugué est perturbée. Dans ce cas, la méthode proposée dans cet exercice peut étre
plus intéressante dans la mesure ou 'orthogonalité des directions de descentes, d;, ne
sera en aucun cas perturbée.

Exercice 2.

Soient A une matrice symétrique de R™*™ B une matrice symétrique définie positive de
R™ " et b un vecteur de R™. Notons J la fonctionnelle définie par :

Yv € R" J(v) = %(Av,v) — (b,v)

Considérons aussi 'ensemble U = {v € R"; (Bv,v) = 1}.

1. Etablir une caractérisation d’'un minimum de J sur U selon la méthode des multi-
plicateurs de Lagrange (vous vérifierez notamment les conditions d’utilisation de la
méthode).

2. Montrer que la caractérisation de la question précédente se ramene & un probleme de
valeurs propres dans le cas ou b =07

Solution :

1. On n’oublie pas de vérifier les conditions d’utilisation de la méthode notamment celles
portant sur les contraintes : Cf. cours. Une condition nécessaire pour que J admette
un extremum en u par rapport a I’ensemble des contraintes U, est

JIAeR tel que VJ(u)+2ABu=0
(N’hésitez pas a vérifier que si ¢(u) = (Bu,u) alors Vo(u) = 2Bu.)
Puisque VJ(u) = Au — b, la condition se réécrit (A + 2AB)u = b.

2. Ainsi, pour b= 0: (B~!A+2)\)u = 0. On se rameéne & un probléme de valeurs propres
de la matrice B~1A. (Ici, B est bien inversible puisqu’elle est définie positive).



Exercice 3.

Soient A une matrice symétrique définie positive de R"*" b et d deux vecteurs de R™. On
considere que 'inversion de A est simple a réaliser numériquement. On se permettra alors
de faire intervenir A~! dans ’expression des solutions demandées. Considérons le probleme

de minimisation
(P) { Trouver u € U tel que

Jw) < Jw) YveU

ou J est la fonctionnelle définie par :
1
Yv e R" J(v) = §(Av,v) — (b,v)

et U ={veR"(d,v) <0}
1. Ecrire le Lagrangien associé au probleme (P) de minimisation de J sur U.
2. Déterminer une expression explicite de la fonction duale assocée a (P).
3. Résoudre le probleme dual de (P).
4

. En déduire une expression de la solution de (P).

Solution :

Remarque 1 : Noter que la difficulté de ’exercice réside dans la considération de la contrainte.
Sans contrainte, avec A inversible facilement, la solution serait alors donnée par u = A~'b.
Remarque 2 : A est symétrique définie positive. Alors, A~! 'est aussi.

1. Lagrangien associé a (P) : V(v,p) € R* x Rt L(v, ) = 1(Av,v) — (b — pd,v).

2. La fonction duale est définie par p — G(u) = L(u,, 1) avec u,, solution du probleme
de minimisation sans contrainte :

(P) Trouver u, € R" tel que : J,(u,) < J,(v) VYveR",

ou J, est la fonctionnelle quadratique : J,(v) = £(Av,v) — (b — pd,v) Vv € R™
Apres dérivation de J,,, on trouve : u, = A~ (b — ud).

Tous calculs faits : G(u) = —1 (A7'd,d) p* + (A7'b,d) p — 1 (A7'd, d) polynome de
degré 2 concave en pu.

3. Le probleme dual de (P) est :

Q) Trouver A € RT tel que : G(\) > G(u) VpeRT.

—1
La dérivée de G est G'(n) = — (A7'd,d) p+ (A7'b,d), s"annulant en p* = %.
Rappelons que, puisque A~! est définie positive, (A7d,d) > 0.
Deux cas se présentent alors :
- Si (A_lb, d) <0, alors G est maximisée sur Rt en A = 0.
- Si (A_lb, d) > 0, alors G est maximisée sur RT en A = p* = 753712’732.
4. La solution de (P) est finalement donnée par la solution de (Py) ol A est défini par la
question précédente.

- Si (A_lb, d) <0, alors u = uy = A~1b.

. _ _ A7'bd)
— Si (A7'b,d) > 0, alors u = uy = A7'b — wfl ld.
Remarque : Dans le premier cas, A7!'b € U. Il est donc normal de retrouver cette
solution. Dans le deuxiéme cas, on vérifie facilement que (u,d) = 0, ce qui veut dire

que u est sur la frontiere de U, ce dont on pouvait se douter a ’avance ...

Fin du corrigé



