GO04. Théorie de Galois

Epreuve du 14 décembre 2005. Texte et corrigé.
Durée : 4 heures. Sans documents.

Les trois exercices sont indépendants. Voici un baréme probable : 55 53 75 5 .

1. - Question de cours. Démontrer 1’un, au choix, des résultats suivants :

1) Une extension de décomposition d’un polynéme séparable est une extension galoi-
sienne.

2) Existence d’une base normale lorsque le corps de base est infini.

2. - Soit K un corps de caractéristique # 2. Soit ¢ un élément de K tel que le polynéme
P(X) = X*+aX?+ 1 soit irréductible dans K[X].
2.1 Montrer que P est séparable.

Comme la caractéristique de K est # 2, une racine u du polynome dérivé P’ = 2X(2X? + a) est
soit nulle (mais P(0) # 0), soit elle vérifie la relation u? = —a/2; si c’était une racine de P, on aurait
a?/4 —a.a/2 +1 =0, dolt a® = 4, c’est-a-dire a = £2; mais alors on aurait P(X) = (X2 £ 1)?, et ce
polynome est réductible.

2.2 On désigne par x la classe de X dans L = K[X]/(P). Montrer que ’extension K C L
est galoisienne et déterminer son groupe de Galois (On exprimera les racines de P en fonc-
tion de z, en remarquant que ce polynéme est « réciproque »).

Les racines de P dans L sont x, —x,1/x, —1/x; par suite, L est une extension de décomposition du
polynome séparable P ; c’est donc une extension galoisienne de K. Deux automorphismes o et 7 sont
apparents, définis par : o(x) = —x, et 7(z) = 1/z. Ils sont d’ordre 2 et commutent. Le groupe de Galois
est donc le produit direct de deux groupes d’ordre 2.

2.3 Décrire toutes les extensions intermédiaires entre K et L, en donnant pour chacune
d’elles un générateur et son polynéme minimal.

Le groupe de Galois possede trois sous-groupes non triviaux engendrés respectivement par, o, 7 et o7.
Il est clair que L7 = K (z?), et que le polynéme minimal de 2% est Y2 + aY + 1.

L’élément x + 1/x est invariant par 7; on a (x + 1/2)? = 2 — a; si 2 — a était un carré dans K, soit
2 —a = b?, on aurait #2 + bx + 1 = 0, ce qui est impossible puisque z est de degré 4; donc x + 1/x est
de degré 2 sur K, et, par suite, L™ = K(x + 1/x), et le polynome minimal de z + 1/z est Y2 +a — 2.

Par le méme raisonnement, on voit que L°" = K(x — 1/x), et que le polynéme minimal de x — 1/x
est Y24 a+ 2.

3. - Pour tout entier n > 1, on note R,, I’extension cyclotomique de niveau n, c’est-a-dire
le sous-corps Q(u,) C C engendré par les racines n-iémes de 'unité (dans cet exercice, on
abrége u,(C) en u,). L’exercice conduit au résultat suivant : pour deux entiers a et b tels
que 1 <a<b,on a R, =R;, si et seulement a = b, ou bien a est impair et b = 2a.

L’indicateur d’Euler ¢(n) sera utile; c’est, rappelons-le, le cardinal du groupe (Z/nZ)*,
et par suite, c’est aussi le cardinal de I’ensemble i, des racines primitives n-iémes de ’unité



dans C. Si la décomposition de n en facteurs premiers s’écrit

n= Hpvp("), alors  ¢(n) = Hp“”(")*l(p -1).
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3.1 Soit a > 1 un entier impair. Montrer que R, = Ra,.

Si on se souvient que P9, (X) = P,(—X) puisque a est impair, il est clair que 'application { — —(
établit une bijection de p/, sur ub, ; cela implique 1'égalité demandée R, = Ray,. Voici comment on peut
établir directement cette bijection. L’unique racine primitive d’ordre 2 est —1; si { est primitive d’ordre
impair a, (—1).¢ est donc primitive d’ordre 2a. Réciproquement, soit 1 € pb, ; écrivons a = 2b+ 1, de
sorte que 1 = 7°n~2"; Pordre de * est égal & 2, donc % = —1; de plus, ord(n?) = a, donc ord(n~2) = a
et aussi ord(n~2*) = a puisque a et b sont premiers entre eux.

Les questions 3.2 et 3.3 ne sont pas utilisées dans la suite, si ce n’est pour mettre en garde
contre des tentatives de démonstrations trop simplistes de 3.5.

3.2 Calculer ¢(77) et ¢(61). Les groupes (Z/77Z)* et (Z/61Z)* sont-ils isomorphes ?

On a o(77) = p(7)p(11) = 6.10; comme 61 est premier p(61) = 60. Les deux groupes ne sont ce-
pendant pas isomorphes car, d’apres le théoreme chinois, le premier est isomorphe au produit des deux
groupes cycliques (Z/7Z)* x (Z/11Z)*, d’ordres respectifs 6 et 10 ; comme ces ordres ne sont pas premiers
entre eux, le produit n’est pas un groupe cyclique, alors que (Z/61Z)* est un groupe cyclique.

3.3 Montrer que les groupes (Z/15Z)* et (Z/16Z)* sont isomorphes.

Le premier, isomorphe au produit (Z/3Z)* x (Z/5Z)*, est le produit d’'un groupe d’ordre 2 par
un groupe cyclique d’ordre 4; le second est (supposé) connu pour étre le produit du groupe {1} par
le groupe cyclique engendré par la classe de 5, laquelle est d’ordre 4 puisque 52 = 9 mod .16, d’ou
5% = 81 = 5.16 +1 = 1 mod .16. On peut aussi vérifier directement que dans le groupe multiplicatif
(Z/16Z)* les classes de 3 et de 7 engendrent respectivement des groupes d’ordre 4 et 2, et dont I'inter-
section est 1; cela donne la décomposition en produit cherchée.

3.4 Soient a et ay deux entiers > 1 tels que p(aag) = ¢(a). Montrer que ay = 1, ou bien
ag = 2 et a est impair (On peut écrire ag = ajaz, ou chaque diviseur premier de a; divise a,
et o1 as est étranger a a; vérifier que p(aap) = v(a)aip(as)).

La décomposition est claire. L’égalité ay¢(az) = 1 implique d’abord que a1 = 1, c’est-a-dire que a et
ap sont premiers entre eux, et ensuite que ¢(az) = 1 ce qui n’a lieu que si ag = 1, ou si ag = 2, mais alors
a doit étre impair.

3.5 Soient deux entiers a et b tels que 1 < a <b, et R, = Rp. On désigne par ¢ le ppcm
de a et b; montrer que gy = U ; en déduire que R, = R, = R.. Conclure.

L’ensemble P des diviseurs premiers de ¢ (c’est-a-dire de a et de b) peut étre décomposé en la réunion
de deux parties disjointes P = P’ U P”, en prenant pour P’ I'ensemble des p tels que v,(a) > v,(b), et
pour P’ les autres. En posant

o = I p@, et o = [ »™®,
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on voit que ¢ = a'b’, a’|a, V'|b et que o’ et b’ sont premiers entre eux. Soit ¢ et n des racines primitives
d’ordre respectivement a et b; %/ ' et n®/ Y sont d’ordre o’ et b , lesquels sont premiers entre eux, donc
le produit est d’ordre a’b’ = c. Cela montre ’égalité pqup = pic; elle implique R, = Ry, = R..

L’irréductibilité sur Q des polynome cyclotomiques entraine, via ’égalité des degrés, que l'on a
v(a) = @(b) = p(c). Comme alc et ble, on peut utiliser 3.4, et en déduire que a = ¢, ou bien a est
impair et ¢ = 2a; dans le premier cas, comme b divise ¢ = a, et que a < b, on a a = b; dans le second
cas, on a soit b = ¢ = 2a, soit ¢ = 2b mais alors a = b.

4. - Détermination d’un élément primitif.

4.1 (Préliminaire) On considére deux extensions finies K C L C M, et un élément x € M.
On notera Py (X) € K[X] (resp. PL(X) € L[X]) le polynébme minimal de z relativement &
K (resp. a L), et on pose degy () = deg(Px) et deg;(z) = deg(Pr). Montrer 1’équivalence :
deg; (v) < degg(z) < PL(X) ¢ K[X].

Dans L[X], il est toujours vrai que Pj divise Pk puisque Pk (z) = 0 et que Pr, est le polynome
minimal ; considérons les contraposées des propriétés envisagées : la relation deg; (x) > degy (z) équivaut
donc & Pf, = Pk, et elle entraine que Pr, € K[X]; réciproquement, comme Pk est irréductible dans K[X]
et que Pp|Pk, si Pr, est & coefficients dans K, alors P, = Pk.

Soit K C K(«a,3) = M une extension finie engendrée par deux éléments. On fait les hy-
pothéses suivantes :

i) L’extension K C K(«) = L est galoisienne de degré premier p;

i) o ¢ K(8);

iii) L’entier ¢ = degy () est inversible dans K.

Il s’agit de montrer que « + (§ est un élément primitif pour ’extension K C M.

4.2 Montrer que ’extension K(3) C M est de degré p. En déduire que deg;(a+ 3) = ¢
(on peut utiliser 1’égalité K(a, () = K(a,a + 3)).

L’extension M est composée de L = K (a) et de K(3), ce qui conduit au carré commutatif suivant.
L—M
Comme K — L est galoisienne de degré p, le degré de M sur K(3) divise celui, p, de L sur K, et ne peut

pas étre égal & 1 puisque o ¢ K(f3); il est donc égal & p; par suite, en calculant des deux fagons le degré de
M sur K, on trouve (M : L) = (K(8) : K) = ¢; mais M = K(«, 3) = K(a)(a+0), donc deg; (a+03) = q.

4.3 Soit P(X) € K[X] le polynéme minimal de § relativement & K ; montrer que le po-
lynéme Q(X) = P(X — a) € L[X] est le polyn6me minimal de a + ( relativement & L. En
considérant le coefficient de X! dans @ vérifier que Q ¢ K[X].

On a Q(a+ B) = P(B) = 0 et deg(Q) = deg(P) = ¢ = deg; (o + B); donc, @ est le polynome
minimal de o + 3 relativement & L. Si P(X) = X7 +a,1 X7 '+, ona QX) = PX —a) =
X+ (ag—1 —qa) X971 + ... Mais a,_; est dans K, tandis que o ¢ K ; q étant supposé inversible dans
K, on voit que aq—1 — qo n’est pas dans K.



4.4 Utiliser 4.1 pour montrer que degy (o + ) > ¢, et en déduire que degy (a+ ) = p.q.

D’apreés 4.1, on a degy (o + 5) > degy(a+ ) = ¢; or, comme K(a + ) est un sous-corps de M,
son degré sur K divise (M : K) = pg. On en déduit, p étant premier, que degy (o + 8) = pq, donc que
K(a+08) =M.



