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Intégration et probabilités

Controéle continu 3 — Corrigé

Exercice 1.

1. Lamesure I'(1) admet une densité proportionnelle & z +— e "1,~0y qui est la densité de la loi exponentielle
de parametre 1. Ainsi, I'(1) = 1 et I'y = £(1).

2. Pour p > 1, on a, grace a une intégration pas parties,

+00 +0oo
I'(p :/ aP e dp = [—aP e T 4 (p—1 / 2P 2e % de. = (p— DI(p — 1).
w= [ el =+ 0-0 | (b — DI

,U/

Pour n € N*, on a immédiatement par récurrence, puisque I'(1) = 1, que I'(n) = (n — 1)!.

3. Soit h borélienne bornée de R dans R. Alors en effectuant le changement de variables (u,v) = (x + y,y)
on a

B +Y) = [ b+ i@ dedy = [ hu)fuogo) dudo

= /Rh(u) </Rf(u —v)g(v) dv) du = /Rh(U)f * g(u) du,

en vertu du théoreme de Fubini. La fonction f * g est donc bien la densité de la loi de X + Y.
4. Pour z € R,
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Six <0 alors 7y, * y4(x) = 0. Si > 0, le changement de variables y = zu (avec x fixé) assure que
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Ainsi, la densité de probabilité 7, * v,(z) est proportionnelle & v,,. Elles sont donc égales puisqu’elles
sont toutes les deux de masse 1 et
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5. La loi de X7 est I'y. Supposons que la loi de X7 + -+ - 4+ X, soit I';,. Alors la loi de X7 + -+ X,,41 est la
mesure de densité v, x 1 puisque X1 + -- -+ X,, et X, 4+1 sont indépendantes. Ainsi, pour tout n € N*, la
loide X1+ --4+ X, est I',,.

Exercice 2.

1. La variable aléatoire X2 est positive ou nulle donc son espérance est nulle si et seulement si X2 (ou encore
X) est nulle presque stirement.



2. La fonction
A= E[(X 4+ AY)?] = E(X?) + 2AE(XY) + N’E(Y?)

est un trinéme du second degré toujours positif donc son discriminant (réduit) est négatif :
E(XY)?> - E(X?*)E(Y?) <0,

ce qui est 'inégalité demandée.

3. Puisque X > 0, on peut écrire
LiaB(X)400[(X) = 1 = 1o ar(x)[(X)-
Ainsi, puisque X1y g (x)[(X) < aE(X),
E(X1jar(x) ool (X)) = E(X) = E(X 1 ar(x)(X)) = (1 — @)E(X).
4. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
E(XLjag(x),+0((X)” < E(X?)E(Ljgix) 400((X)?) = E(X?)P(X > aE(X)),

d’ou la minoration souhaitée.



