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Exercice A

1. (a) Poura <s <t <hb,
{X(1)>S,X(n)§t}:{V1§i§n, S<Xi§t}.
Sa probabilité vaut T = (£=2)".
(b) On a

t—s\" bt
= (b > = / 9(z,y)dzdy = / / 9(z,y)dzdy
—a 1s,b] X [a,t] s Ja

(c) T est clair que le couple prend ses valeurs dans le domaine A indiqué.

. o . 0? .
En dérivant 7 par rapport aux bornes s, t de I’intégrale, i.e. g(s,t) = ——, on obtient

0s0t

I’expression de g demandée.

2. Le changement de variable ® : u = (s +t), v = 3(t — s) est linéaire inversible, de Jacobien

constant % L’ application inverse est donnée par @' : s = u — v, t = u +v,. L'image D de A
par ¢ est

D={(u,v) eR*: 0<v<=(a+b), at+v<u<b—u},

DN | =

région triangulaire de sommets (a, 0), (b,0) et (1(a + b), 3(a + b)) dans le plan (u, v).
La densité du vecteur (U, V},) est donc, pour (u,v) € D,

n(n—1)

———(2u)"2.
b—ay ")

g2(u,v) = g7 (u, )] Jp-1 (u, v)| = 2

3. En intégrant la densité précédente par rapport a du, on obtient la densité marginale de V,, qui
vaut

2”(21})”2@ —a— QU)I[(]’%(Q_H))] (v) .
La densité g de &, en découle facilement.
4. Ona
(n—2)13" 6
(n+2)! (n+1)(n+2)

1
Bll6 ~ 1% = [ (= 1)h(u)du = n(n —1)

5. Puisque, X(n) - X(l) =2V, = (b - a)gn, n2 E[(X(n) - X(l) - (b — a))Q] = nQ(b -

a)? E[(&, — 1)?] qui converge vers 6 quand n. — oc. En particulier, X,y — X (1) converge en
moyenne quadratique (L?) vers (b — a).
Notons W, = (X(,) — X(1)) — (b — a). C’est impossible que \/nWW,, converge en loi vers une
variable gaussienne centrée de variance 2 > 0. Car, d’apres ce qui précéde, E[(nW,,)?] — 6.
Donc /nW,, tend vers zero dans L?, ce qui est incompatible avec une convergence en loi vers
une variable non dégénérée.

Autre argument (de circonstance ici) : on a W,, < 0, /nW,, ne peut converger en loi vers une
variable gaussienne dont le support est toute la droite.



Exercicie B.

1. Soitx € E et pour deux indices i, j, notons 7;; la transposition qui les échangent et y = x o 7
I’état donné dans le texte. Soit A, = {y : 3{i,j}, y = x o7;}. Ce sont les états auxquels
meéne z: Q(z,y) >0y € A,

Les proba : deux situations a distingeur : y = x ou y # x. Soit ny = card{j : x; = +1} et
n_ = card{j : ; = —1}. Alors, il existe n4n_ transpositions 7 tels ques x o 7 # x; le cas

complémentaire a pour cardinal (g) —ngn_ = <n2+> + <n2> . Ainsi,

nyn—

(5

1
Q(:’Uay) = T’ yeA:Ca y;él‘, et Q(ﬂ?,ﬁ?):l—
(2
2. - Lanoyau @ est symétrique d’apres ce qui précede.
-Onremarque siy € A;, Y y; = > x; : clairement () est réductible sur E.
3. on aici, pour tout z € Ey, ny(x) = ny(c) etn_(x) =n_(c).
(a) Siz € Ey, A, C Ey, et ZyeEO Qo(x,y) = 1: Qo est un noyau de Markov bien défini (la
positivité des proba est évidente).
Qo hérite la symétrie de Q.
Irréductibilité de )y :  vu la remarque ci-dessus, pour z,y € Fp, on a ny(z) = ni(y)
et n_(z) = n_(y). En échangeant successivement les +1 d’abord, et les —1 ensuite, on
trouve un chemin qui mene x a y.

(b) (voir le cours)

(c) Sizmeéneauny # z (siy =z, A = 0!), forcément y € A, ety = x o 7;; pour deux
indices 7, j. Alors

A =bzi(yj—1 + Yjr1 — i1 + Tit1) + 02 (Yi-1 + Yir1 — Tj—1 + Tj41),

ou par covention, g = Yo = Tp+1 = Ynt1 = 0.
(d) Laloi mg est partout positive, Qg symétrique et irréductible, d’apres le cours, 1’échantillonneur
de Metropolis converge en loi vers .
Exercice C.

1. Vu en cours : conditionnellement a N; = k, k > 1, la loi de (71,...,Tn,) a la densité
k!t%IAk(xl, cooxp),avec Ay = {(z) €RF 1 0< 2y < - <y, <t}
D’ou la formule demandée.
En I’appliquant a ¢(z1, ..., x;) = ¢(zk), on a

k!

O<z1 <<l <t t?¢($k)d$1 . dwk
1< k

E[¢<Tk>|Nt=k1=/

Or,a0 < xp < tfixé,

1
dry---drg_1 = =gkl
~/0<$1<--'<$k1<$k (k - ]‘)' F

En injectant ce résultat dans 1’intégrale ci-dessus, on trouve la formule demandée.
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2. (a) Comme 0 < T, < t, D; prend ses valeurs dans [0, t[U{t}. Ici on a isolé le point {¢} car
D, prend cette valeur avec une probabilité > 0.

(b) Sur {N; = 0}, Dy vaut t. D’ou:  E [g(Dy) Xy, oy | Ni| = Tgn,—oy E[g(Dy) | Ni] =
Ly, —0y9(1).

(c) - Clairement E [g(Dy)I;n,>1y | N; = 0] = 0.
-Sur {N; = k}aveck > 1,ona

E [g(D)In>1y [Ny = k] = El[g(t —Tx) | Ny = K]

X

U k-1 .
— /0 n <¥> g(t — x)dz (par la question 1)

_ /Ot’; <t_tu)klg(u)du.

(d) En écrivant g(Dy)] = g(Dy) Iy n,—oy + 9(D¢) Iy, >13, on trouve

D’ou la formule demandée.

t—u

t Nt Ntfl
Blo(D) | M) = o0 Twmoy + Tovon [ 5 (F57) sl

Donc, puisque Ny ~ Z(6t),

t o\ et
Elg(D0)] = o(t)e" + E{I{M} a5 g(u)du}

t

Pour la derniére double intégrale ( E et fg ), on utilise Fubini pour permuter les intégrations.

Justification : g est bornée, |g(u)| < C pour tout u avec une constante C' > 0. On a

N, [t —u\ V!
I{Ntzl}tt( 7 ) g(u)

E

k(t—u\ "t (t)F

—0t o —0Ou

SCkEe t(t> = Coe"
>1

etque [) fe=0 < oo.

Par Fubini donc, 1a double intégrale vaut fg e~ g(u)du. Finalement, pour toute fonction
g borélienne bornée,

E[g(Dy)] = g(t)e " +/O 0e="g(u)du .

Autrement dit, la loi de Dy est : e‘eté{t} (du) + Qe_eul[gi[(u)du, somme d’une masse
de Dirac en ¢ et d’'une mesure absolument continue sur [0, ¢[ (restriction non normalisée
de la loi exponentielle).

(e) Quand t — o0, on a pour toute fonction g borélienne bornée ,

E[g(Dy)] — /0 " be g (u)du

Ceci étant vrai a fortiori pour g continue et bornée : D, converge en loi vers la loi expo-
nentielle de parametre 6 (de support [0, ool).



