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Corrigé de l’examen final du 9 mai 2006

Exercice 1. 1.1. Pour z ∈ C\R−, Logz =
∫
[1,z]

dξ
ξ . La formule Log(z2) = 2Logz est vraie pour Re z > 0 par

prolongement analytique car vérifiée sur R∗+ et z2 /∈ R− si Re z > 0. En revanche, elle est fausse pour Re z ≤ 0, même si
z, z2 /∈ R− : on a alors avec π > |θ| ≥ π/2, | Im(Log(z2))| < π, | Im(2Logz)| = 2|θ| ≥ π.
1.2. Pour Re s > 1, ζ(s) =

∑
n≥1 n−s; ζ est méromorphe sur C avec un unique pôle qui est simple et de résidu 1 en 1.

1.3. Pour Re s > 1, ζ(s) =
∏

p∈P(1− p−s)−1.
1.4. Pour Re z > 0,Γ(z) =

∫ +∞
0 e−ttz−1dt. Γ a des pôles simples en −k pour k ∈ N avec un résidu égal à (−1)k/k!. Pour

tout z /∈ Z−, Γ(z + 1) = zΓ(z). Par suite

Γ(−1/2) = −2Γ(1/2) = −2
√

π.

1.5. La forme quadratique x2 + xy + y2 est définie positive sur R2 car de matrice πA =
(

1 1/2
1/2 1

)
dont les valeurs

propres sont strictement positives (3/2,1/2). Notons que

(πA)−1 =
(

4/3 −2/3
−2/3 4/3

)
.

La fonction f est donc dans la classe de Schwartz et l’on a f(X) = e−π〈AX,X〉

f̂(Ξ) = (detA)−1/2e−π〈A−1Ξ,Ξ〉 = π(det(πA))−1/2e−π2〈(πA)−1Ξ,Ξ〉 = π

(
3
4

)−1/2

e−π2( 4
3 ξ2− 4

3 ξη+ 4
3 η2),

soit f̂(ξ, η) = 2π × 3−1/2 × e−
4
3 π2(ξ2−ξη+η2).

1.6. La fonction θ '→ eiz sin θ est C∞ et 2π-périodique; son développement en série de Fourier donne, avec une série
absolument convergente,

(1.6.1) eiz sin θ =
∑

n∈Z
einθ 1

2π

∫ π

−π
eiz sin τe−inτdτ.

On a
1
2π

∫ π

−π
eiz sin τe−inτdτ =

1
2π

∫ π

−π

∑

l≥0

(iz sin θ)l

l!
e−inτdτ

et comme
∫ π
−π

∑
l≥0

|z|l
l! dτ = 2πe|z| < +∞, il vient

∫ π

−π
eiz sin τe−inτdτ =

∑

l≥0

(iz)l

l!

∫ π

−π
(sin τ)le−inτdτ =

∑

l≥0

(iz)l

l!

∫ π

−π
(2i)−l(eiτ − e−iτ )le−inτdτ

=
∑

l≥0

zl

2l

∑

l1+l2=l
lj∈N

(−1)l2

l1!l2!

∫ π

−π
ei(l1−l2−n)τdτ

=
∑

l2≥0

z2l2+n

22l2+n

(−1)l2

(l2 + n)!l2!
2π = 2π

(z

2

)n ∑

k≥0

(−1)k

k!

(z

2

)2k 1
Γ(n + 1 + k)

= 2πJn(z),

ce qui, avec (1.6.1), donne le résultat cherché eiz sin θ =
∑

k∈Z einθJn(z).

Exercice 2. 2.1. Pour z ∈ C\R+, on a Im L(z) = π + Im Log(−z) qui parcourt l’intervalle π+] − π, π[=]0, 2π[ et
eL(z) = −eLog(−z) = z. On a

lim
z→1

Im z>0

zt = lim
z→1

Im z>0

etiπ+tLog(−z) = eitπe−itπ = 1, lim
z→1

Im z<0

zt = eitπ lim
z′→−1
Im z′>0

etLog(z′) = e2itπ.

2.2. Comme le contour Cρ,ε,R est un compact inclus dans C\R+ ∩ {z ∈ C, | Im z| < 2π}, la fonction (holomorphe) L y est
bien définie ainsi que (ez − 1)−1 (car ez = 1, z += 0 équivaut à z ∈ 2iπZ∗, impliquant | Im z| ≥ 2π).
2.3. On a

∮

Cρ,ε,R

zs−1(ez − 1)−1dz

= −
∫ R

0
(ρeiε + r)s−1(eρeiε+r − 1)−1dr +

∫ 2π−ε

ε
ρs−1eiθ(s−1)(eρeiθ

− 1)−1iρeiθdθ

+
∫ R

0
(ρe−iε + r)s−1(eρe−iε+r − 1)−1dr.
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Pour ρ ∈]0, 2π[, la fonction θ '→ eiθ(s−1)(eρeiθ − 1)−1eiθ est continue sur R (car eρeiθ

= 1 équivaut à ρeiθ ∈ 2πiZ, i.e.
ρ cos θ = 0, ρ sin θ ∈ 2πZ, impliquant cos θ = 0 et ρ ∈ 2πZ ce qui est incompatible avec ρ ∈]0, 2π[; on en déduit donc que

lim
ε→0+

∫ 2π−ε

ε
ρs−1eiθ(s−1)(eρeiθ

− 1)−1iρeiθdθ = iρs

∫ 2π

0
eiθ(s−1)(eρeiθ

− 1)−1eiθdθ, (ici ρs = es ln ρ).

Par ailleurs, on a pour r ≥ 0 et 0 ≤ ε ≤ π/3,

|(ρeiε + r)s−1(eρeiε+r − 1)−1| = e−reRe((s−1)L(ρeiε+r))|eρeiε

− e−r|−1 ≤ e−reRe((s−1)L(ρeiε+r))(eρ/2 − 1)−1

car |eρeiε − e−r| ≥ eρ cos ε − e−r ≥ eρ/2 − e−r ≥ eρ/2 − 1. En outre, on a

|L(ρeiε + r)| ≤ 2π + Log(|ρeiε + r|) ≤ 2π + Log(ρ + r),

ce qui donne pour r ≥ 0 et 0 ≤ ε ≤ π/3,

|(ρeiε + r)s−1(eρeiε+r − 1)−1| ≤ e−re|s−1|(2π+Log(ρ+r))(eρ/2 − 1)−1 ∈ L1(R+, dr) si ρ > 0.

Un raisonnement analogue pour l’autre intégrale de 0 à R et le théorème de convergence dominée de Lebesgue donnent

lim
ε→0+

R→+∞

∮

Cρ,ε,R

zs−1(ez − 1)−1dz = −
∫ +∞

0
(ρ + r)s−1(eρ+r − 1)−1dr

+ iρs

∫ 2π

0
eisθ(eρeiθ

− 1)−1dθ +
∫ +∞

0
e2iπ(s−1)(ρ + r)s−1(eρ+r − 1)−1dr,

soit, en posant ici et dans la suite pour x > 0, xt = et ln x,

(2.3.1) F (ρ, s) = −
∫ +∞

ρ
xs−1(ex − 1)−1dx + iρs

∫ 2π

0
eisθ(eρeiθ

− 1)−1dθ + e2iπs

∫ +∞

ρ
xs−1(ex − 1)−1dx.

2.4. On calcule pour ρ ∈]0, 2π[, en notant que l’intégrale de 0 à 2π dans la formule (2.3.1) porte sur une fonction C1,

∂F

∂ρ
= (1− e2iπs)ρs−1(eρ − 1)−1 + isρs−1

∫ 2π

0
eisθ(eρeiθ

− 1)−1dθ − iρs

∫ 2π

0
eisθ(eρeiθ

− 1)−2eρeiθ

eiθdθ.

Comme

− iρs

∫ 2π

0
eisθ(eρeiθ

− 1)−2eρeiθ

eiθdθ = ρs−1

∫ 2π

0
eisθ d

dθ
(eρeiθ

− 1)−1dθ

= ρs−1
(
e2iπs(eρ − 1)−1 − (eρ − 1)−1

)
− isρs−1

∫ 2π

0
eisθ(eρeiθ

− 1)−1dθ,

il vient ∂F
∂ρ = ρs−1(eρ − 1)−1

(
1− e2iπs + e2iπs − 1

)
= 0.

2.5. Pour ρ = 1, les trois intégrales de (2.3.1) sont des fonctions entières de s car
(1) ∀s ∈ C, x '→ xs−1(ex − 1)−1 ∈ L1([1,+∞)),
(2) ∀x ≥ 1, s '→ xs−1(ex − 1)−1 est entière,
(3) sup|s|≤M |xs−1(ex − 1)−1| ≤ x(M+1)(ex − 1)−1 ∈ L1([1,+∞))

et par ailleurs la fonction s '→
∫ 2π
0 eisθ(eeiθ − 1)−1dθ est entière car

(1) ∀s ∈ C, θ '→ eisθ(eeiθ − 1)−1 ∈ L1([0, 2π]),
(2) ∀θ ∈ [0, 2π], s '→ eisθ(eeiθ − 1)−1 est entière,
(3) sup|s|≤M |eisθ(eeiθ − 1)−1| ≤ e2πM (eeiθ − 1)−1 ∈ L1([0, 2π]).

2.6. En reprenant la formule (2.3.1) pour Re s > 1, on obtient pour tout ρ ∈]0, 2π[,

F (ρ, s) = −
∫ +∞

ρ
xs−1(ex − 1)−1dx + iρs

∫ 2π

0
eisθ(eρeiθ

− 1)−1dθ + e2iπs

∫ +∞

ρ
xs−1(ex − 1)−1dx,

et par conséquent F (ρ, s) = limρ→0+ F (ρ, s) = (e2iπs − 1)
∫ +∞
0 xs−1(ex − 1)−1dx; en effet, pour Re s > 1, le théorème de

convergence dominée donne

lim
ρ→0+

∫ +∞

ρ
xs−1(ex − 1)−1dx =

∫ +∞

0
xs−1(ex − 1)−1dx

car |xs−1(ex − 1)−1| = xRe s−1(ex − 1)−1 ∈ L1(R+) (fonction continue sur R∗+, exponentiellement décroissante en +∞,
équivalente à xRe s−2 en 0) et par ailleurs limρ→0+ ρs

∫ 2π
0 eisθ(eρeiθ −1)−1dθ = 0 car la fonction z/(ez−1) est holomorphe

et donc bornée au voisinage de 0, ce qui donne pour ρ > 0 assez petit,
∣∣∣∣ρ

s

∫ 2π

0
eisθ(eρeiθ

− 1)−1dθ

∣∣∣∣ ≤ e2π|s|ρRe s−1

∫ 2π

0
|ρeiθ(eρeiθ

− 1)−1|dθ ≤ Ce2π|s|ρRe s−1 →
ρ→0+

0.


