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Exercice 1. 1.1. Pour z € C\R_, Logz = f[l ] %. La formule Log(z?) = 2Logz est vraie pour Rez > 0 par

prolongement analytique car vérifiée sur R et 22 ¢ R_ si Rez > 0. En revanche, elle est fausse pour Re z < 0, méme si
2,22 ¢ R_ : on a alors avec ™ > |0 > 7/2, |[Im(Log(2?))| < w, |Im(2Logz)|=2|6| > =.
1.2. Pour Res > 1,((s) = >_,~; n~°; ¢ est méromorphe sur C avec un unique péle qui est simple et de résidu 1 en 1.
1.3. Pour Res > 1, ((s) = Hp;p(l —p~ %)L

) =

1.4. Pour Rez > 0,T(2 fo e~'t*~1dt. T a des poles simples en —k pour k € N avec un résidu égal a (—1)*/k!. Pour
tout z ¢ Z_, T'(2+ 1) = 2T'(2). Par suite
I(=1/2) = —2I'(1/2) = —2/7.
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1.5. La forme quadratique z? + xy + 32 est définie positive sur R? car de matrice 7A = (1/2 1

) dont les valeurs
propres sont strictement positives (3/2,1/2). Notons que
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La fonction f est donc dans la classe de Schwartz et I'on a f(X) = e~ ™{AXX)

—1/2
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soit f(g n) =27 X 3~ 1/2 o o= 372 (E2—En+n?)

1.6. La fonction 6 — e3¢ est C et 27-périodique; son développement en série de Fourier donne, avec une série
absolument convergente,
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et comme " 2150 l,l dr = 2mel?l < +o0, il vient
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ce qui, avec (1.6.1), donne le résultat cherché e=sin? =%~ ¥ ], (z).

Exercice 2. 2.1. Pour z € C\Ry, on a ImL(z) = 7 + ImLog(—z) qui parcourt 'intervalle 7+] — 7, 7[=]0, 27 et
el®) = —elog(=2) = 5 On a
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2.2. Comme le contour C, . r est un compact inclus dans C\Ry N{z € C, |Im z| < 27}, la fonction (holomorphe) L y est
bien définie ainsi que (e* — 1)71 (car e* = 1,2 # 0 équivaut & z € 2iwZ*, impliquant | Im z| > 27).
2.3. On a
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Pour p €]0, 27, la fonction 6 — eie(s*l)(e”em — 1)~ 'e® est continue sur R (car er”’ = 1 équivaut a pe’? € 2miZ, ie.
pcosf =0, psinf € 2nZ, impliquant cos = 0 et p € 277 ce qui est incompatible avec p €]0, 27[; on en déduit donc que
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Par ailleurs, on a pour r > 0 et 0 < e < 7/3,
|(p6i€ + T)s—l(epeie—&-r _ 1)—1‘ _ e—reRe((s—l)L(peiE—i-r))|epei€ _ e—r|—1 < e—reRe((s—l)L(peiE—i-r))(ep/2 _ 1)—1
car |epei€ —e | > efesE —eT" > eP/?2 —e¢~" > ¢P/2 — 1. En outre, on a
[L(pe’® +1)| < 2 + Log (|pe™ + 1]) < 27 + Log (p+ 1),

ce qui donne pour r > 0 et 0 < e < 7/3,
|(peie +T)sfl(epe”+’r _ 1)71| < 67r6|571|(27r+L0g(p+r))(ep/2 _ 1)71 c LI(R_Hd?”) sip>0.

Un raisonnement analogue pour ’autre intégrale de 0 a R et le théoreme de convergence dominée de Lebesgue donnent
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soit, en posant ici et dans la suite pour z > 0, 2t = et!"?
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(2.3.1) F(p,s) = —/ 571 (e® — 1) ldx + ips/ e G - 1)~ tdo + 62”5/ 25 e” — 1) Hda.
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2.4. On calcule pour p €]0, 27[, en notant que I'intégrale de 0 & 27 dans la formule (2.3.1) porte sur une fonction C*,
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il vient G5 = p*~1(ef — 1)71 (1 — €7 4 &2 — 1) = 0.

2.5. Pour p = 1, les trois intégrales de (2.3.1) sont des fonctions entieres de s car
(1) Vs € C, z+— 257 1(e* — 1)~ € LY([1, +0)),
(2) Vo > 1, s +— 25 1(e®* — 1)~ ! est entiere,
(3) supjg<n o~ (e = )7 < WD (e — 1)~ € LY([1, +00))

et par ailleurs la fonction s — fo% e'9 (€ ! 1)~1df est entiere car

(1) Vs € C, § — eisf (e )t e Ll([0,27r]),
(2) V0 €1]0,27], s — 6”0(6e 1)~ ! est entiére,
(3) supjsjcnr (e = )7 < 2™ (e —1)71 € L1([0,27)).
2.6. En reprenant la formule (2.3.1) pour Res > 1, on obtient pour tout p €]0, 27,
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o x5 H(e” —1)7dx; en effet, pour Res > 1, le théoreme de

et par conséquent F(p,s) = lim, .o, F(p,s) =

convergence dominée donne
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car |z°1(e® — 1)~ = aRes71(e” — 1)~ € L' (Ry) (fonction continue sur R, exponentiellement décroissante en +oo,

équivalente a z7°5~2 en 0) et par ailleurs lim,_.o, p° fo% e's? (e”ew —1)71df = 0 car la fonction z/(e* — 1) est holomorphe

et donc bornée au voisinage de 0, ce qui donne pour p > 0 assez petit,
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