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Examen - Corrigé

Exercice 1. Soit H = l2(N; C) l’ensemble des suites complexes x = (xi)i∈N telles

que
∑

i∈N |xi|2 < +∞. On définit pour tous x, y ∈ H(
x | y

)
=

∑
i∈N

xiyi .

a) H est un espace vectoriel, car c’est un sous-espace vectoriel de CN.
En effet, si λ ∈ C, x ∈ H, alors∑

i∈N

|(λx)i|2 = |λ|
∑
i∈N

|xi|2 < +∞

donc λx ∈ H.
De même, pour tous a, b ∈ C, on a 2|ab| ≤ |a|2 + |b|2, soit aussi |a + b|2 ≤
2(|a|2 + |b|2), d’où pour tous x, y ∈ H,∑

i∈N

|xi + yi|2 ≤ 2
∑
i∈N

|xi|2 + 2
∑
i∈N

|yi|2 < +∞

donc x + y ∈ H.

L’inégalité 2|ab| ≤ |a|2 + |b|2 permet de vérifier que pour tous x, y ∈ H,∑
i∈N

|xiyi| ≤
1

2

∑
i∈N

|xi|2 +
1

2

∑
i∈N

|yi|2 < +∞

donc la série définissant (x|y) est absolument convergente, soit aussi convergente.
L’application (·|·) est bien définie sur H2. Elle vérifie aussi :

– linéarité en la première variable : (λx1 + x2|y) = λ(x1|y) + (x2|y) pour tous
λ ∈ C, x1, x2, y ∈ H (on peut faire les opérations algébriques sur les séries,
une fois qu’on a vérifié qu’elles étaient convergentes) ;

– symétrie hermitienne : (x|y) = (y|x) pour tous x, y ∈ H ;
– pour tout x ∈ H,

(x |x) =
∑
i∈N

|xi|2 ≥ 0

– (x |x) = 0 si et seulement si xi = 0 pour tout i ∈ N, ce qui équivaut à
x = 0.
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En conclusion, l’application (·|·) est un produit scalaire, qui fait donc de H un
espace préhilbertien.

b) H est un espace de Hilbert s’il est complet pour la norme

‖x‖ =

√∑
i∈N

|xi|2

associée au produit scalaire.
Soit (x(n))n∈N une suite de Cauchy de H. Comme on a |xi| ≤ ‖x‖ pour tout i ∈ N
et tout x ∈ H, pour chaque coordonnée i ∈ N la suite de complexes (x

(n)
i )n∈N est

aussi une suite de Cauchy, donc converge, notons x
(∞)
i sa limite.

La suite (x(n))n∈N est de Cauchy donc bornée pour ‖·‖, soit M = supn∈N ‖x(n)‖ <
+∞. On a alors pour tout I ∈ N

I∑
i=0

∣∣x(∞)
i

∣∣2 = lim
n→∞

I∑
i=0

∣∣x(n)
i

∣∣2 < M2 .

Puisque c’est valable pour tout I ∈ N, on peut faire tendre I vers +∞ et en
conclure que x(∞) = (x

(∞)
i )i∈N est dans H, de norme plus petite que M .

On prouve de la même manière1 que x(∞) est limite dans H de la suite (x(n))n∈N.
En effet, pour tout ε > 0, il existe n0 tel que pour tous n, m ≥ n0, ‖x(n)−x(m)‖ ≤
ε. On en déduit que pour tout I ∈ N

I∑
i=0

∣∣x(n)
i − x

(∞)
i

∣∣2 = lim
m→∞

I∑
i=0

∣∣x(n)
i − x

(m)
i

∣∣2 < ε2 ,

puis que ‖x(n) − x(∞)‖ ≤ ε en faisant tendre I vers +∞. C’est bien la conclusion
souhaitée.

c) On définit pour tout n ∈ N un élément e(n) de H par

e
(n)
i =

{
1 si i = n ;

0 sinon.

Soit δi,j le symbole de Kronecker associé au couple (i, j), qui vaut 1 si i = j et 0
sinon. On a donc e(n) = (δn,i)i∈N, puis pour tous n, m ∈ N,

(e(n) | e(m)) =
∑
i∈N

δn,iδm,i = δn,m .

La famille (e(n))n∈N est donc orthonormale.

1On peut en fait traiter les deux points en même temps, et aller un peu plus vite en utilisant
le lemme de Fatou.
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Pour montrer que (e(n))n∈N est totale, c’est-à-dire que l’espace vectoriel engendré
est dense, il suffit de montrer2 que celui-ci est d’orthogonal réduit à {0}. Soit
x ∈ (Vect(e(n) : n ∈ N))⊥, alors en particulier pour tout n ∈ N

xn = (x | e(n)) = 0

donc x = 0.

La famille (e(n))n∈N est finalement orthonormale et totale, c’est donc une base
hilbertienne de H.

d) Pour tout x ∈ H, on pose (Ax)0 = 0 et

(Ax)i =
1

i
xi−1 si i ∈ N∗ .

Si x ∈ H, alors∑
i∈N

|(Ax)i|2 =
∑
i∈N∗

|xi−1|2

i2
≤

∑
i∈N∗

|xi−1|2 = ‖x‖2 < +∞ .

ainsi Ax = ((Ax)i)i∈N définit un élément de H, A est donc bien défini comme
application de H dans H.
On vérifie immédiatement (terme à terme) que A est linéaire, soit aussi, grâce à
l’estimation déjà faite ci-dessus, continue de norme plus petite que 1.
Comme par ailleurs Ae(0) = e(1), on a ‖A‖ = 1.

e) Pour trouver les valeurs propres de A, on résoud pour tout λ ∈ C le système
linéaire

Ax = λx ⇐⇒

{
0 = (Ax)0 = λx0
xi−1

i
= (Ax)i = λxi pour tout i ∈ N∗

Soit λ = 0, mais alors xi−1 = 0 pour tout i ∈ N∗, donc x = 0.
Soit λ 6= 0, mais alors x0 = 0, puis xi = 0 pour tout i ∈ N∗ par récurrence, donc
x = 0.
Dans les deux cas, λ n’est pas valeur propre, donc A n’a aucune valeur propre.

f) Pour tout N ∈ N∗, soit AN définie par

(ANx)i =

{
(Ax)i si i < N ;

0 si i ≥ N .

Alors AN est linéaire continue (directement, ou comme composée de A et d’une
projection orthogonale) de rang fini, puisque ImAN = Vect(e(n) : 1 ≤ n < N).
De plus, pour tout x ∈ H,

‖(A− AN)x‖2 =
∑
i≥N

|xi−1|2

i2
≤ 1

N2

∑
i≥N

|xi−1|2 ≤
‖x‖2

N2
,

2Il y avait pour cette question plusieurs autres façons de répondre : calcul direct, ca-
ractérisation par l’identité de Parseval.
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donc ‖A − An‖ ≤ 1
N

tend vers 0 quand N tend vers +∞. Ainsi A est limite
d’opérateurs de rang fini, donc est un opérateur compact3.

Puisque A est compact, toutes ses valeurs spectrales non-nulles sont des valeurs
propres, donc d’après la question précédente, A n’a pas de valeurs spectrales
non-nulles. De plus, 0 est toujours valeur spectrale d’un opérateur compact en
dimension infinie4. Finalement,

Sp(A) = {0} .

Exercice 2. Soit (E, (·|·)) un espace de Hilbert réel. Pour p ≥ 1, on associe à tout
p-uplet (x1, . . . , xp) ∈ Ep la matrice p×p de terme général gi,j = (xi |xj). On l’ap-
pelle matrice de Gram de (x1, . . . , xp), et on la note G(x1, . . . , xp) = (gi,j)1≤i,j≤p.
Le déterminant de cette matrice est appelé déterminant de Gram de (x1, . . . , xp).

a) Puisqu’on travaille dans un espace de Hilbert réel, le produit scalaire est
symétrique, d’où pour tous 1 ≤ i, j ≤ p

gi,j = (xi |xj) = (xj |xi) = gj,i .

b) On obtient

det G(x1, x2) =

∣∣∣∣(x1 |x1) (x1 |x2)
(x2 |x1) (x2 |x2)

∣∣∣∣ = ‖x1‖2‖x2‖2 − (x1 |x2)
2 ≥ 0

par l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Le déterminant s’annule en cas d’égalité dans
cette inégalité, c’est-à-dire si et seulement si les deux vecteurs x1 et x2 sont liés.

c) Pour tout p ≥ 1, et a = (a1, . . . , ap) ∈ Rp, on a

a G(x1, . . . , xp)
ta =

∑
1≤i,j≤p

ai(xi |xj)aj

=
( p∑

i=1

aixi

∣∣∣ p∑
j=1

ajxj

)
=

∥∥∥ p∑
i=1

aixi

∥∥∥2

≥ 0 ,

donc G(x1, . . . , xp) est une matrice symétrique positive, toutes ses valeurs propres
sont par conséquent positives ou nulles, puis son déterminant (produit de ses va-
leurs propres, puisqu’elle est diagonalisable) est positif ou nul.
Il est strictement positif si et seulement si toutes les valeurs propres sont stric-
tement positives, si et seulement G(x1, . . . , xp) est définie positive, c’est-à-dire

3On pouvait montrer de manière plus simple que A est de Hilbert-Schmidt, donc compact.
4On peut aussi vérifier très facilement que A n’est pas surjectif.
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vérifie ‖
∑p

i=1 aixi‖ > 0 ⇔
∑p

i=1 aixi 6= 0 pour tout a 6= 0, ce qui signifie exacte-
ment que la famille (x1, . . . , xp) est libre.
Ainsi det G(x1, . . . , xp) = 0 si et seulement si la famille (x1, . . . , xp) est liée.

Variante : Soit (e1, . . . , em) une base orthonormée de F = Vect(x1, . . . , xp) (on
l’obtient par orthonormalisation d’une sous-famille libre de (x1, . . . , xp), par exem-
ple). On a alors m ≤ p et m = p si et seulement si (x1, . . . , xp) est libre. Il existe
une matrice α ∈ Mp×m(R) telle que, pour tout 1 ≤ i ≤ p, xi =

∑
1≤j≤m αi,jej,

soit aussi, pour 1 ≤ i1, i2 ≤ p,

(xi1 |xi2) =
∑

1≤j≤m

αi1,jαj,i2 =⇒ G(x1, . . . , xp) = A tA .

Si (x1, . . . , xp) est liée, alors A tA est de rang m strictement plus petit que p, donc
det G(x1, . . . , xp) = det (A tA) = 0.
Si (x1, . . . , xp) est libre, alors A est inversible, comme matrice de changement de
base, donc A tA aussi, et det G(x1, . . . , xp) = det (A tA) = (det A)2 > 0.

d) Soit F = Vect(x1, . . . , xp). F est un sous-espace vectoriel de dimension finie,
donc fermé, de H, et on peut considérer le projeté orthogonal y de x sur F . On
sait que d(x, F ) = ‖x− y‖, que x− y ∈ F⊥, et qu’il existe (λ1, . . . , λp) ∈ Rp tels
que y =

∑
1≤i≤p λixi.

5

On écrit

G(x, x1, . . . , xp) =


(x |x) (x |x1) · · · (x |xp)
(x1 |x)

... G(x1, . . . , xp)
(xp |x)



=


(x |x) (x |x1) · · · (x |xp)
(x1 | y)

... G(x1, . . . , xp)
(xp | y)


On peut alors procéder au calcul du déterminant, en remplaçant la première
colonne C1 par la combinaison linéaire C1 −

∑
1≤i≤p λiCi+1, ce qui reconstitue le

vecteur y et donne en développant ensuite par rapport à la première colonne :

det G(x, x1, . . . , xp) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x |x)− (x | y) (x |x1) · · · (x |xp)

0
... G(x1, . . . , xp)
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x |x− y) det G(x1, . . . , xp) .

5On ne peut pas identifier les λi car (x1, . . . , xp) n’est pas une famille orthonormale. Cette
écriture suffira.
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On remarque que (x |x− y) = (x |x− y)− (y |x− y) = ‖x− y‖2 pour obtenir la
formule

d(x, F )2 =
det G(x, x1, . . . , xp)

det G(x1, . . . , xp)
. (1)

Exercice 3. On travaillera désormais dans l’espace de Hilbert E = L2([0; 1]; R)
muni du produit scalaire usuel

(
f | g

)
=

∫ 1

0

f(t)g(t) dt .

Pour tout réel r positif, on note hr la fonction de E définie par hr(x) = xr.

a) On sait par le théorème de (Stone-)Weierstrass que l’ensemble des fonctions
polynomiales Vect(hn : n ∈ N) est dense dans l’ensemble des fonctions continues
C([0; 1]; R) pour la norme uniforme.
Comme par ailleurs C([0; 1]; R) ⊂ E et ‖·‖2 ≤ ‖·‖∞, Vect(hn : n ∈ N) est encore
dense dans C([0; 1]; R) pour la norme ‖ · ‖2.
Enfin, C([0; 1]; R) est dense dans (E, ‖ ·‖2) donc Vect(hn : n ∈ N), sous-ensemble
dense d’un sous-ensemble dense, est lui aussi dense. La famille (hn)n∈N est fina-
lement totale dans E.

b) On fixe une suite strictement croissante (ri)i∈N de réels positifs (ou nuls). Pour
tout k ≥ 0, soit Hk le sous-espace vectoriel de E engendré par (hr0 , . . . , hrk

).
Remarquons d’abord que, pour toute fonction f ∈ E,

lim
k→∞

d(f, Hk) = 0 ⇐⇒ f ∈ Vect(hri
: i ∈ N) .

En effet, si limk→∞ d(f, Hk) = 0, pour tout ε > 0, il existe k0 tel que pour tout
k ≥ k0 d(f, Hk) < ε, donc en particulier il existe g ∈ Hk0 ⊂ Vect(hri

: i ∈ N) tel
que ‖f − g‖ < ε. Comme c’est vrai pour tout ε > 0, on a f ∈ Vect(hri

: i ∈ N).
Réciproquement, supposons que f ∈ Vect(hri

: i ∈ N) : pour tout ε > 0, il existe
g ∈ Vect(hri

: i ∈ N) tel que ‖f − g‖ < ε. Mais alors g est une combinaison
linéaire finie des hri

donc il existe k0 ∈ N tel que g ∈ Hk0 ⊂ Hk pour tout k ≥ k0.
ainsi d(f, Hk) < ε pour tout k ≥ k0. On peut conclure que limk→∞ d(f, Hk) = 0.

Comme par ailleurs Vect(hn : n ∈ N) = E, on vérifie directement que

(hri
)i∈N est une famille totale ⇔ Vect(hn : n ∈ N) ⊂ Vect(hri

: i ∈ N)

⇔ ∀n ∈ N, hn ∈ Vect(hri
: i ∈ N)

⇔ ∀n ∈ N, lim
k→∞

d(hn, Hk) = 0 .

où on a utilisé dans la deuxième ligne que l’adhérence d’un espace vectoriel est
encore un espace vectoriel.
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c) i. Pour p = 1,

∆1 =
∣∣ 1
2a1

∣∣ =
1

2a1

,

ce qui est bien la formule annoncée.
S’il existe i 6= j tels que ai = aj, le déterminant cherché est nul et la formule
immédiate. On suppose donc désormais que ai 6= aj pour tous i 6= j, et on cherche
une relation de récurrence entre ∆p et ∆p−1 pour p ≥ 2.
On remarque en développant par rapport à la dernière colonne puis en réduisant
au même dénominateur que

∆p(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

a1+a1

1
a1+a2

· · · 1
a1+ap−1

1
a1+X

1
a2+a1

1
a2+a2

· · · 1
a2+ap−1

1
a2+X

...
...

. . .
...

...
1

ap+a1

1
ap+a2

· · · 1
ap+ap−1

1
ap+X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
1≤i≤p

λi(a1, . . . , ap)

ai + X

=
P(a1,...,ap)(X)∏
1≤i≤p(ai + X)

avec P(a1,...,ap) un polynôme de degré au plus p−1. Comme par ailleurs, pour tout
1 ≤ i ≤ p − 1, ∆p(ai) = 0 (car les colonnes i et p cöıncident), on obtient qu’il
existe C = C(a1, . . . , ap) telle que

∆p(X) = C

∏p−1
i=1 (ai −X)∏p
i=1(ai + X)

. (2)

On en déduit que

C =
∏

1≤i≤p−1

ai + X

ai −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a1+a1

1
a1+a2

· · · 1
a1+ap−1

1
a1+X

1
a2+a1

1
a2+a2

· · · 1
a2+ap−1

1
a2+X

...
...

. . .
...

...
ap+X

ap+a1

ap+X

ap+a2
· · · ap+X

ap+ap−1
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On spécifie alors X = −ap et on développe par rapport à la dernière ligne, pour
obtenir C =

∏
1≤i≤p−1

ai−ap

ai+ap
∆p−1, d’où en injectant cette relation dans (2) avec

X = ap,

∆p = ∆p(ap) =
1

2ap

∏
1≤i≤p−1

(ai − ap

ai + ap

)2

∆p−1 . (3)

C’est exactement la relation de récurrence qui permet d’établir que pour tout
p ∈ N∗

∆p = det (Ap) =
1

2p

p∏
j=1

1

aj

∏
1≤k<l≤p

(ak − al

ak + al

)2

.
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ii. On remarque que

(hr |hs) =

∫ 1

0

xr+s dx =
1

r + s + 1
=

1

(r + 1
2
) + (s + 1

2
)

.

Le calcul des déterminants de Gram de (hr0 , . . . , hrk
) et de (hr0 , . . . , hrk

, hn) se
ramène donc à la question précédente avec des coefficients ai = ri−1 + 1

2
. On peut

même directement utiliser la relation de récurrence (3) pour obtenir

det G(hn, hr0 , . . . , hrk
) =

1

2(n + 1
2
)

∏
0≤i≤k

( ri − n

ri + n + 1

)2

det G(hr0 , . . . , hrk
) ,

soit aussi, avec la formule (1),

d(hn, Hk)
2 =

1

2n + 1

k∏
i=0

( ri − n

ri + n + 1

)2

.

iii. Si n = ri pour un certain i, on a forcément hn ∈ Vect(hri
: i ∈ N). Fixons

donc un n différent de tous les ri. On a toujours ri − n ≤ ri + n + 1, donc∏k
i=0

(
ri−n

ri+n+1

)2
est une suite décroissante, qui tend soit vers 0 soit vers c > 0. De

plus

k∏
i=0

( ri − n

ri + n + 1

)2

−→ c = e−C > 0

⇔
k∑

i=0

ln
(ri + n + 1

|ri − n|

)
−→ C = − ln c < +∞

⇔

{
ri+n+1
|ri−n| −→ 1∑

i∈N ln
(

ri+n+1
|ri−n|

)
< +∞

⇔

{
ri −→ +∞∑

i∈N

(
ri+n+1
|ri−n| − 1

)
< +∞

⇔
∑
i∈N∗

1

ri

< +∞ .

car ri+n+1
|ri|−n

−→ 1 si et seulement si ri −→ +∞ et on a alors ln( ri+n+1
|ri−n| ) ∼ ( ri+n+1

|ri−n| −
1) = 2n+1

ri−n
∼ 1

ri
, où l’égalité est valable pour i assez grand. On peut donc conclure

en prenant la négation de cette équivalence.
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