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Exercice 1
Répondre aux questions suivantes par VRAI ou FAUX, sans justifier la réponse.

A. Soit (F, d) un espace métrique.

1)
2)

Si O est un ouvert non vide de E et x € E'\ O, alors d(z, O) > 0.

Si (E, d) est complet, et si (F,)nen est une suite décroissante (F,,41 C F,,, n € N) de fermés non
vides, alors s F, # 0.
ne

B. Soit E un espace vectoriel normé sur R.

1)
2)
3)
4)

Si 2 est un ouvert de FE, et si (2 est connexe, {2 est connexe par arcs.
Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie, F' est fermé dans F.
Si F est un hyperplan de E (i.e. le noyau d’une forme linéaire non nulle sur E), F est fermé dans E.

Si E est complet, la boule unité fermée de E est compacte.

SOLUTION

A.

1)
2)

1)

2)
3)

FAUX : Prendre O =10, 1[ et z = 0 dans E = R.

FAUX : Prendre F,, = [n, + oo[ dans F =R.

Par contre, si (F,), est une suite décroissante de fermés non vides, avec 6(F,,) — 0, dans un
n—-+4 oo

espace métrique complet, alors ﬂN F,, est non vide et réduit a un point.
ne

VRAI : Un ouvert connexe d’un espace vectoriel normé est connexe par arcs (les boules sont convexes
et donc connexes par arcs).

VRALI : Tout sous-espace vectoriel de dimension finie dans un espace normé FE est fermé dans FE.
FAUX : Prendre £ = R[X]| muni de la norme P —— N [0,1)(P) = sup |P(z)| et 'hyperplan
z€[0,1]

H =35 {0} ot 6p: B —R: Prs 05(P) = P(2).

Dire que I'hyperplan H est fermé équivaut a dire que la forme linéaire d2 : (£, Noo [0,1)) — R est
continue, i.e. : il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout P € E : [62(P)| < C - Ny [0, 1)(P).
Et en considérant la suite de polynomes P, (X) := X", on aurait, pour tout entier n € N, 2" < C'-1,
ce qui est absurde.

FAUX : Pour un espace vectoriel normé E, dire que sa boule unité B¢(0, 1) est compacte équivaut
a dire que F est de dimension finie (Théoréme de Riesz).



Exercice 2
Répondre aux questions suivantes par VRAI ou FAUX, en justifiant la réponse.

I. Soient A et B deux parties de R™; on note A+ B={a+b; a€ A, be B}.
1) Si A et B sont compactes, A + B est compacte.

2) Si A est ouvert, A + ¢ est ouvert pour tout ¢ € R™.
3) Si A est ouvert, A+ B est ouvert.

IT. R,[X] désigne I’espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels et de degré < n.

1) L’application P —— N(P) = Z|P(kz)| : Ry[X] — R est une norme équivalente a la norme
k=0

2)

Pr— |Plles, 0,11 = sup |P(z)].
z€[0, 1]

Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout P € R, [X] : |[P(—1)| < C - N(P).

SOLUTION

I

II.

1)

2)

3)
1)

2)

VRAI : A+ B est compacte car si (x, = ay, + by,), est une suite de points de A+ B, on peut extraire
de la suite (ay)n une sous-suite (a,(,))n convergente vers un point a € A puisque A est compacte;
de méme, de la suite (by,(n)), On peut extraire une sous-suite (byoy(n))n convergente vers un point
b € B puisque B est compacte.

Ainsi, on peut extraire de la suite (), de points de A + B, une sous-suite (Zyoy(n))n convergente
vers un point a+b de A+ B, ce qui implique que A+ B, partie de ’espace métrique R", est compacte
(Théoreme de Bolzano-Weierstrag).

VRAI : L’application £ —— x + ¢ : R — R™ est un homéomorphisme et donc transforme 'ouvert A
en un ouvert A + c.

VRALI : Si A est ouvert, pour tout b € B, A+ b est ouvert et donc aussi A+ B = bUB(A +b).
€

VRALI : Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. On sait déja
(cours) que P+ [|P|[ [0, 1] est une norme sur R, [X].

Comme R, [X] est de dimension finie (n + 1), il suffit de vérifier que P — N(P) est une norme.
Or N(P)=0<= P(k)=0pour k=0, 1, ..., n Comme d’P < n, cela équivaut & P = 0.

Les autres axiomes N(A- P) = |\ N(P) et N(P+ Q) < N(P) + N(Q) sont évidents.

VRALI : L’application P — P(—1) : R,[X] — R est une application linéaire sur un espace vectoriel

normé (R,[X], N) de dimension finie, donc est continue : il existe C' > 0 telle que, pour tout
PeR,[X], |P(—1)|<C-N(P).



Exercice 3
Soient K un espace topologique compact et CO(K ; R) 'espace des fonctions continues sur K & valeurs réelles
muni de la norme f — || f]leo, k = sup |f(x)].

zeK

1) Soit I un idéal de I'anneau CY(K ; R), i.e. un sous-anneau de C°(K ; R) tel que pour tous f € I et
geC' K;R),g-fel
Montrer que si la fonction constante 1 : x — 1: K — R appartient & I, alors I = C°(K ; R).
2) Soit z € K. On pose : J(z) = {f € C°(K ; R); f(x) = 0}.
a) Montrer que J(z) est un idéal de C°(K ; R), que J(z) # C°(K ; R) et que J(z) est un sous-espace
complet de C°(K ; R).
b) Soit fo € C°(K; R)\ J(x).
Montrer que, pour toute fonction h € C°(K ; R), il existe f € J(z) et A€ Rtelsque: h=f+ X\ fo.
En déduire que J(z) est maximal dans C°(K ; R), i.e. si I est un idéal de C°(K ; R) avec J(x) C I
et J(z) # 1, alors I = C°(K ; R).
3) Soit I un idéal de C°(K ; R) avec I # C°(K ; R).

a) Soit f € I. Montrer que }1 ({0}) # 0.

(On pourra raisonner par 1'absurde et considérer la fonction g :=

)

=

b) Soient f1, ..., fn, n éléments de I.

n n —1
Justifier que f = Z f? € 1. En déduire que n fi ({0}) #£0.
i=1 =

~1
¢) Déduire de la question 3b) que fﬂI f ({0}) est non vide et qu'il existe x € K tel que I C J(x).
fe

4) Déduire des questions 2 et 3 que lapplication  — J(z) de K dans 'ensemble M des idéaux maximaux
de C°(K ; R) est bijective.

SOLUTION
1) Si f € C°%K ; R), comme la fonction 1 appartient & Iidéal I et que f = f-1 € I, on en déduit que
C°(K; R) C I, d’ott I'égalité.

2) a) J(z) vérifie : si f,g € J(x) alors f —g € I et f-g € I puisque (f —g)(z) = f(z) —g(z) =0 et
(f-9)(z) = f(x)-g(x) = 0. De plus,si f € CO(K; R) et g € I, alors (f-g)(x) = f(x)-g(z) = f(x)0=0
et donc f-g € J(z); J(x) est donc un idéal de C°(K ; R).
Comme J(z) est fermé dans I'espace normé complet CY(K ; R), J(x) est complet.
Que J(x) est fermé résulte du fait que si (fy)n est une suite d’éléments de J(x), convergente vers f
dans C%(K ; R), alors f € J(z) i.e. : f(x) = 0 puisque la suite (f,,), converge uniformément sur K
vers f, et en particulier simplement sur K.

b) Puisque fo € C°(K; R)\ J(z), fo(z) # 0.

Posons A = h(z)/ fo(x). Alors on définit la fonction f par : f := h — Afy et f € J(x) puisque
flw) = 0.
Soit alors I un idéal de C°(K ; R) avec J(z) C I et J(x) # I. Choisissant fo € I\ J(x), on obtient
que h = f + \fo € I puisque I est un idéal (f et A\fo € I donc aussi f + Afo). Ainsi, CO(K; R) C I
d’ot1 légalité. Ce qui prouve que J(x) est maximal.

-1
3) a) f ({0})={z e K; f(x) =0} est I'ensemble des zéros de f.
Si donc f ({0}) = 0, f ne s’annule pas sur K et la fonction g = — est parfaitement définie et

f
continue sur K.
Comme g- f =1et f € I, on en déduit que 1 € I et donc que I = C°(K ; R) d’apres la question 1.
n
b) I étant un idéal, donc un sous-anneau, f = Z fAel
i=1

-1
D’apres la question 3a, f ({0}) # 0, il existe donc z € K tel que f(z) =0.



Or f(z) = Z f2(z) = 0, somme de n nombres réels > 0, cette égalité équivaut & : pour tout

i=1

i=1,---,n, fi(x) =0. On a donc : .51}1-1{0}:}1({0})75@.

~1
c)Sifel,feC'K;R)etdonc f ({0}) est un fermé du compact K comme image réciproque du
fermé {0} de R par lapplication continue f : K — R.

n -1
Comme pour toute famille finie fi, -+, f, d’éléments de I, n fi ({0})) # 0, il résulte de la

-1
propriété de Borel-Lebesgue (pour les fermés) pour le compact K, que fﬂI f ({o}) #0.
€

-1
Ainsi, si z € f@] f ({0}), on a bien : pour tout f € I, f(z) =0,1ie. :IC J(x).

4) L’application ¢ : x — J(z) : K — M du compact K dans I’ensemble M des idéaux maximaux de
C°(K ; R) est bien définie d’aprés les questions précédentes.
¢ est surjective d’apres la question 3 (si I est un idéal maximal et vérifie I C J(z), nécessairement I = J(x)
puisque J(x) # C°(K ; R)), et ¢ est injective car si x # y, il existe h € CY(K ; R) telle que h(z) # h(y)
(lorsque K est métrisable, prendre la fonction z — d(z, x)).



