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Les notes et les calculatrices sont interdites. Durée de 'épreuve : 2 heures.
La rédaction doit se faire sur cette feuille; vous pouvez continuer sur la copie
le cas échéant.
Le baréme est donné & titre purement indicatif.

1. [2 pt} (Rappel d’une définition.) _
(a) Soit (us) une suite réelle. Quand est-elle dite de Cauchy ?
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(b) Formuler le critére de Cauchy de convergence uniforme de la série Y f,, ou
fn t[a,b] = R pour tout n € N,
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2. [4pt] On suppose que lim,_, |a.|'/™ existe. Sachant que le rayon de convergence de
la série entiére Y a,z" est R avec 0 < R < +00, quel est celui de
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3. [4pt] Soit 3_ anz" une série entiére avec z € Cet a, € C pour tout n € N. On suppose
que le rayon de convergence de la série est R = 1 et nous notons f(z) =3 > ;an2",
pour |z| < 1. On suppose en outre que la série numérique 3 a,, converge.

(a) Est-il vrai que lim,,; f(2) = Y o, a, ? Réponse par oui ou par non, sans

justification.
|
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(b) Sinon, préciser les conditions supplémentaires sous lesquelles une telle inversion
de limites est possible. <o+ Bye £ avec [Eni=!
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4. [4 pt] Etudier si la série 3 f, converge normalement, uniformément, simplement
dans le cas ot le terme général prend une des formes suivantes :

(a) fn: Ry — R définie par fo(z) = 2252 p e N.
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5. [4pt] Pour n € N*, on définit f, : R, — R par fo(z) = (Gt ) iy

nz
* .
* (a) Déterminer les ensembles de z pour lesquels la série >~ fn converge simplement,
absolument, uniformément.
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(b) Montrer que’la somme de la série est continue sur RL.}] =. -Va>a V'xe[,‘ﬁ 40l I
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6. [5 pt] Soient a € Rﬁ; et f :]— a,a[— R indéfiniment dérivable telle que pour tout
n € N et tout z € ] ~ a,a[ on ait f™(z) > 0.

(a) Ecrire la formule de Taylor a l'ordre n avec reste intégral, & savoir f(z) =

sn(z) + Rn(z) avec sp(z) = Y p_ 0—(—)@1: et R,(z) = ILM%UQ( — t)"dt
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pour établir que pour tout z € [0, a|, la suite (s,(z)) est croissante et majorée.
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(c) En conclure que pour tout z € [0,a on a lim,_,e Rn(z) = 0.
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Fin de 'épreuve



