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Exercice 1. 1)

X\Y −1 0 1 IP
X

0 1/4 1/4 1/4 3/4

1 1/12 1/12 1/12 1/4

IP
Y

1/3 1/3 1/3

2) a) et b) On obtient le tableau suivant :

U\V −1 0 1 IPU

−1 0 1/4 0 1/4

0 1/12 1/4 0 1/3

1 0 1/3 0 1/3

2 0 0 1/12 1/12

IPV 1/12 10/12 1/12

Pour ε = ±1, nous avons {V = ε} = {(X,Y ) = (1, ε)} ; d’où

IP [{(U, V ) = (k, 1)}] =
{

1/12 si k = 2
0 sinon et IP [{(U, V ) = (k,−1)}] =

{
1/12 si k = 0

0 sinon

Nous avons aussi {(U, V ) = (1, 0}) = {(X,Y ) = (0, 1)}∪{(X,Y ) = (1, 0)} et par suite
IP [{(U, V ) = (1, 0}] = IP [{(X,Y ) = (0, 1)}] + IP [{(X, Y ) = (1, 0)}] = 1

4 + 1
12 = 1

3 . . .

Les v.a.r. U et V ne sont pas indépendantes car:
0 = IP [{(U, V ) = (−1,−1)}] 6= IP [{U = −1}]× IP [{V = −1}] = 1/4× 1/12.

2) c) Nous avons :

IE[X] = IE[X2] =
1
4
, IE[Y ] = 0, Var (X) =

1
4

3
4

=
3
16

et Var (Y ) = IE[Y 2] =
2
3
.

D’où, en tenant compte de l’indépendance des v.a.r. X et Y ,

IE[U ] = IE[X] + IE[Y ] = 1/4, IE[V ] = IE[X] IE[Y ] = 0,



Var (U) = Var (X) + Var (Y ) =
41
48

, Var (V ) = IE[V 2] = IE[X2] IE[Y 2] =
1
6
,

Cov (U, V ) = IE[U V ] = IE[X2 Y + X Y 2] = IE[X2] IE[Y ] + IE[X] IE[Y 2] =
1
6
.

Ce qui nous donne :

ρ(U, V ) =
Cov (U, V )
σ(U)σ(V )

=

√
8
41
' 0, 44.

Exercice 2. La fonction hα est continue et à valeurs positives. Nous avons :

∫ +∞

−∞
hα(x) dx =

∫ 1

−1

α (1− x2) dx = 2 α

∫ 1

0

(1− x2) dx = 2 α
[
x− x3

3

]1

0
=

4
3

α.

On en déduit que la fonction hα est une densité de probabilité si et seulement si
α = 3

4 .

2) a) Pour tout t ∈ IR, nous avons :

FX(t) =





0 si t ≤ −1
3
4

∫ t

−1
(1− x2) dx = 1

2 + 3 t
4 − t3

4 si −1 < t < 1
1 si t ≥ 1

.

2) b) Nous avons :

IE[X] =
∫ +∞

−∞
xha(x) dx =

3
4

∫ 1

−1

x (1− x2) dx = 0;

IE[X2] =
∫ +∞

−∞
x2 ha(x) dx =

3
4

∫ 1

−1

x2 (1−x2) dx =
3
2

∫ 1

0

x2 (1−x2) dx =
3
2

[x3

3
−x5

5

]1

0
=

1
5

;

et Var(X) = IE[X2]− (
IE[X]

)2 =
1
5
.

Exercice 3. 1) La v.a.r. Y =
X − 10

σ
suit la loi normale N (0, 1) et l’on a, en

désignant par FY sa fonction de répartition,

0, 84 = IP [{8 ≤ X ≤ 12}] = IP [{−2
σ
≤ Y ≤ 2

σ
}] = 2 FY (

2
σ

)− 1.

D’où FY ( 2
σ ) = 0, 92 et la table nous donne

2
σ
' 1, 405 ; c’est-à-dire σ ' 1, 42.
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2) IP [{X ≤ 10}] = IP [{Y ≤ 0}] = 1/2

et IP [{9 ≤ X ≤ 11}] = IP [{|Y | ≤ 0, 7}] = 2 FY (0, 7)− 1 = 2× 0, 7580− 1 ' 0, 52.

3) Nous avons :

IP [{10− x ≤ X ≤ 10 + x}] = IP [{|Y | ≤ x

σ
}] ' 2 FY (

x

1, 4
)− 1.

D’où FY ( x
1,4 ) = 0, 975 et la table nous donne x

1,42 ' 1, 96 ; c’est-à-dire x ' 2, 78.

Problème. I. 1) a) Pour tout entier n ≥ 1, la v.a.r. Xn suit la loi binomiale B(n, p).
Nous avons :

IE[Xn] =
∑n

k=1 IE[Uk] = n IE[U1] = n p

et Var (Xn) =
∑n

k=1 Var (Un) = n Var (U1) = n p (1− p).

b) L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev nous dit que :

∀t > 0, IP
[{∣∣∣X200 − IE[X200]

σ(X200)

∣∣∣ ≥ t
}]

≤ 1
t2

;

c’est-à-dire
∀t > 0, IP

[{∣∣∣X200 − 50√
75
2

∣∣∣ ≥ t
}]

≤ 1
t2

et en particulier, pour t = 10√
75
2

=
√

200
75 =

√
8
3 ,

IP [{|X200 − 50| ≥ 10}] ≤ 3
8

= 0, 375.

D’où

IP [{40 < X200 < 60}] = IP [{|X200−50| < 10}] = 1−IP [{|X200−50| ≥ 10}] ≥ 1−3
8

=
5
8

= 0, 625.

2) Le théorème de la limite centrée nous dit que, pour tout t > 0 :

IP
[{∣∣∣X200 − 50√

75
2

∣∣∣ ≤ t
}]

' 1√
2 π

∫ t

−t

e
−x2

2 dx = 2 F (t)− 1,

où F désigne la fonction de répartition de la loi normale N (0, 1). D’où, pour t =
√

8
3 ,

IP [{40 < X200 < 60}] ' 2 F (

√
8
3
)− 1 ' 2× 0, 9484− 1 = 0, 8968.
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II. 1) a) Pour tout n ≥ 1, la v.a.r. Yn prend les valeurs 0 et 1. De plus
{Yn = 1} = {Un = 1} ∩ {Un+1 = 1} ; ce qui nous donne, en tenant compte de
l’indépendance des v.a.r. Un et Un+1,

IP [{Yn = 1}] = IP [{Un = 1}]× IP [{Un+1 = 1}] = p2.

Pour tout n ≥ 1, la v.a.r. Yn suit donc la loi de Bernoulli de paramètre p2.

b) − Pour j > i+1 les couples de v.a.r. (Ui, Ui+1) et (Uj , Uj+1) sont indépendants
et par suite les v.a.r. Yi et Yj sont indépendantes. Nous savons alors que Cov (Yi, Yj) =
0.

− Pour j = i + 1, nous avons :

IE[Yi Yj ] = IE[Ui U2
i+1 Ui+2] = IE[Ui] IE[U2

i+1] IE[Ui+2] = IE[Ui] IE[Ui+1] IE[Ui+2] = p3

et par suite Cov (Yi, Yi+1] = p3 − p4 = p3(1− p) 6= 0. Ce qui montre que les v.a.r. Yi

et Yi+1 ne sont pas indépendantes.

2) a) IE[Sn] =
∑n

k=1 IE[Yk] = n IE[Y1] = n p2. D’autre part :

Var (Sn) =
n∑

k=1

Var (Yk) + 2
∑

1≤i<j≤n

Cov (Yi, Yj) = n Var (Y1) + 2
n−1∑

i=1

Cov (Yi, Yi+1)

= n p2(1− p2) + 2 (n− 1) p3(1− p) = p2 (1− p) (3 + p)n− 2 p3(1− p)

≤ p2 (1− p) (3 + p)n.

b) L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev nous dit que :

∀t > 0, IP
[{∣∣∣Sn − IE[Sn]

σ(Sn)

∣∣∣ ≥ t
}]

≤ 1
t2

;

c’est-à-dire

∀t > 0, IP
[{∣∣∣Sn − n p2

n

∣∣∣ ≥ σ(Sn)
n

t
}]

≤ 1
t2

.
D’où, pour tout ε > 0 nous avons :

IP
[{∣∣∣Sn

n
− p2

∣∣∣ ≥ ε
}]

≤ Var (Sn)
ε2 n2

≤ p2 (1− p) (3 + p)
ε2 n

−→
n→+∞

0.

Ce qui montre la convergence en probabilité de la suite de v.a.r. (Sn

n )n≥1 vers p2
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