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Exercice 1. 1)

x\Y| =11 0 1 | P
0 |1/4|1/4|1/4|3/4
1 |1/12|1/12|1/12| 1/4
P, | 1/3|1/3|1/3

2) a) et b) On obtient le tableau suivant :

v\V | -1 0 1 | Py
—1] 0 | 1/4 0 |1/4
0 |1/12| 1/4 0 |1/3
1] 0| 1/3 0 [1/3
2 |0 0 1/12 |1/12
Py |1/12| 10/12 | 1/12

Pour € = £1, nous avons {V =¢} = {(X,Y) = (1,¢)}; d’on

P[{(U,m:(k,l)}]:{”o” TE=2 o PUUY) = (h-1)) {1/012 w0

Nous avons aussi {(U, V) = (1,0}) = {(X,Y) = (0,1) }U{(X,Y) = (1,0)} et par suite
PH(U,V) = (1,0}] = P{(X,Y) = (0, )} + P{(X,Y) = (LO)} =+ 55 =35
Les v.a.r. U et V ne sont pas indépendantes car:
0=PH{U,V)=(-1,-1)}] # P[{U = —1}] x P{V = -1} =1/4 x 1/12.

2) ¢) Nous avons :

1

E[X] = E[X?) = , E[Y] =0, Var (X) = 2

= 13_6 et Var (Y) = [E[Y?] = 3

B~ =
>

D’ou, en tenant compte de I'indépendance des v.a.r. X et Y,

E[U] = E[X] + E[Y] = 1/4, E[V] = E[X] E[Y] =0,



Var (U) = Var (X) + Var (Y) = j—;, Var (V) = E[V? = E[X?| E[Y? = é,
Cov (U, V)=FE[UV]=FE[X?Y + XY? = E[X?| E[Y]+ FE[X]|E[Y?] = é

Ce qui nous donne :

p(U,V) = % - % ~ 0,44,

Exercice 2. La fonction h, est continue et & valeurs positives. Nous avons :

3

[ rarie= [ o= =za [0 paezafe- 5. -

— 00 -1 0

On en déduit que la fonction h, est une densité de probabilité si et seulement si
3

2) a) Pour tout ¢ € IR, nous avons :

. 0 , si t< -1
Fx(t) = %f_l(l—xQ)df:%—l—%—tz si —1<t1<1.
si t>

2) b) Nous avons :

et Var(X) = E[X?] - (E[X])" = -.

. X —
Exercice 3. 1) La var. Y =

o
désignant par Fy sa fonction de répartition,

suit la loi normale A(0,1) et l'on a, en

0,84 = P[{8 < X <12}] = 113[{_72 <Y< %H - 2FY(§) ~1.

2
D’ou Fy(%) =0, 92 et la table nous donne — ~ 1,405 ; c’est-a-dire o ~ 1, 42.
o

2



2) P[{X < 10}] = P{Y < 0}] = 1/2

et P{9<X <11} =P{|Y|<0,7}] =2F(0,7) —1=2x0,7580 — 1 ~ 0, 52.
3) Nous avons :

P[{10 -z < X <10+ 2}] = P[{|Y] < g}] ~ 2 By (-) — 1.

1,4

Y

Dol Fy (7%) = 0,975 et la table nous donne 75 >~ 1,96 ; c’est-a-dire z ~ 2, 78.

Probléme. 1. 1) a) Pour tout entier n > 1, la v.a.r. X,, suit la loi binomiale B(n, p).
Nous avons :

E[X,] =3 E[Uk] = nE[U:] =np
et Var (X,,) = >.,_, Var (U,) =nVar (U;) =np(1—p).

b) L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev nous dit que :

v > o, p[{| R Bl ]

c’est-a-dire x 50 .
(= P P

75 ¢?
2
et en particulier, pour ¢ = \/12; =4/ = \/§>

P[{| X200 — 50| > 10}] <

=0, 375.

col w

D’ou
3 5
IP[{40 < Xang < 60}] = IP[{| Xa00—50] < 10}] = 1—IP[{| Xa00—50| = 10}] > 1—% = £ = 0,625,

2) Le théoreme de la limite centrée nous dit que, pour tout ¢ > 0 :

X _
{222 < )

V3

ou F' désigne la fonction de répartition de la loi normale A(0,1). D’ou, pour t = \/g ,

—2F(t) — 1,

=7 [

8
PP[{40 < Xa00 < 60}] = 2 F(1/5) — 12 2 x 0,9484 — 1 = 0,8968.

3



II. 1) a) Pour tout n > 1, la v.ar. Y, prend les valeurs 0 et 1. De plus
{Y,, = 1} = {U, = 1} N {Un+1 = 1}; ce qui nous donne, en tenant compte de
I'indépendance des v.a.r. U, et U,41,

PHY, =1}] = P{U, = 1}] x P[{Up41 = 1}] = p*

Pour tout n > 1, la v.a.r. Y,, suit donc la loi de Bernoulli de parametre p?.

b) — Pour j > i+1 les couples de v.a.r. (U;, Ui;1) et (Uj, Ujy1) sont indépendants
et par suite les v.a.r. Y; et Y; sont indépendantes. Nous savons alors que Cov (Y;,Y;) =

0.
— Pour j =i+ 1, nous avons :

EY;Y;] = E[U; U2, Uiys] = BU,) E[U2,] E[Usss] = B[U) E[Uss] E[Uss) = p®

et par suite Cov (Y;, Yii1] = p* — p* = p?>(1 — p) # 0. Ce qui montre que les v.a.r. Y;
et Y;11 ne sont pas indépendantes.

2) a) E[S,] = > i, E[Y:] = n E[Y:] = np®. D’autre part :

n—1
Var (S ZVar (Yi)+2 Z Cov (Y;,Y;) = nVar (Y1) —l—QZCov (Y;,Yii1)
1<i<j<n =1

=np*(1-p)+2(n—-1)p°(1—p)=p* (1 —p) B+p)n—2p°(1 —p)
<p’(1-p)B+p)n

b) L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev nous dit que :

Vit > 0, P[{‘—S“;(igS"]‘

c’est-a-dire

oo {52 2 ) 4

D’ou, pour tout € > 0 nous avons :

R R

Ce qui montre la convergence en probabilité de la suite de v.a.r. (Sn—”)nzl vers p?



