Exercice 1 Le but de cet exercice est de démontrer que N? est dénombrable
en construisant un dénombrement explicite.

Soit f : N — N une application satisfaisant

(x) f(0)=0etVseN, f(s)<f(s+1).

1. Montrer que f est strictement croissante, c’est a dire que
Vs,s' €N, s<s = f(s) < f(s).

On pourra faire une récurrence sur la différence d := s’ — s.
Solution Pour d = 1, on a s’ = s+ 1, et I’énoncé est équivalent &
Ihypothese f(s) < f(s+ 1). Supposons maintenant que I'implication

s<s = f(s) < f(s)

est vraie dans tous les cas particuliers ol s’ —s < d, et supposons que s’ et s
sont des entiers tels que ' —s = d+1. Alors (s'—1) —s = d, et on obtient
f(s) < f(s —1). En plus, I'inégalité (*) implique immédiatement que
f(s'=1) < f(s'). Par transitivité de la relation <, on a donc f(s) < f(s').

2. Montrer que la famille de sous-ensembles

ILi={f(s), f(s)+ 1L, f(s)+2,...,f(s+1)—1} (seN)

est une partition de N.

Solution On démontre deux choses : d’abord, pour s # s’, ona I[Ny =
(). En effet, si s < s, alors s+1 < ', et on a par (1) que f(s+1) < f(s).
En conséquence, tous les nombres entre f(s) et f(s+ 1) — 1 sont plus
petits que f(s'), et donc tout éléments de I est plus petit que n’importe
quel élément de Iy. Deuxiemement, nous affirmons que, étant donné un
entier k, il existe un entier s tel que k£ € I;. En effet, nous observons que
pour tout s € N on a f(s) > s (ce qui se démontre par récurrence, par
exemple). En particulier, pour tout s’ € N tel que s’ > k on a f(s') > k.
On peut donc définir

s:= le plus grand entier tel que f(s) < k.

Alors, par construction, k € I;.

Dans le reste de cet exercice, on suppose que f est définie par récurrence par
f(0)=0 et VseN,f(s+1)=f(s)+s+1.

Nous observons que f satisfait bien la propriété (x).

3. Eerire f comme fonction numérique (rationnelle) de s.
Solution On trouve f(n) =>}_k=n-(n+1)/2.



4. La fonction f est-elle injective, surjective, bijective 7
Solution Comme la fonction f satisfait (x), elle est strictement croissante
par la question 1, et donc injective. En revanche, f n’est pas surjective.
En effet, f(0) =0, f(1) = 1, f(2) = 3, et f(s) > 3 pour s > 3 —en
particulier, 'entier 2 n’est pas dans I'image de f. A fortiori, f n’est pas
bijective.

On définit la fonction ¢ : N? — N par

p(m,n) = f(m+n) +n.

5. Montrer que
VYm,n € N, @(m,n) € Lnin

Solution f(m+n)< fim+n)+n<fim+n)+m+n—1.

6. En déduire que ¢ est injective.
Solution Supposons qu’il existe m,n, k,l tels que ¢(m,n) = p(k,l).
Alors p(m,n) appartient & I, 1, et & Iy4;, donc m+n = k+1. On déduit
aussi que

fm+n)+n=9(mn)=pkl)=fk+1)+1=f(m+n)+1

et en particulier n = [ ; enfin, on peut déduire aussi que m = k, et donc,
(m,n) = (k,1). Donc ¢ est injective.

7. En déduire aussi que ¢ est surjective.
Solution Pour s € N, il y a exactement s 4+ 1 éléments de N qui sont
envoyés sur I, par ¢, & savoir (s,0), (s — 1,1),...,(1,s — 1), et (0, s).
Les images de ces éléments sont les s + 1 éléments de I, : f(s), f(s) +
1,..,f(s)+s—1, f(s)+s. Donc tous les éléments de I sont dans I'image
de ¢. Comme s était choisi arbitrairement, ¢ est surjective.

8. Montrer que N? est dénombrable. Solution On vient de démontrer que
I’application ¢: N2 — N est bijective.

Exercice 2 Dans cet exercice, on désigne par Ry I’ensemble des réels positifs
ou nuls. Soit C' '’ensemble des fonctions continues de R dans Ry. On considere
la relation > sur C' définie par

f>geveeR, f(x) > g(x).

1. Montrer que c’est une relation d’ordre.
Elle est reflexive car pour toute fonction f et pour tout z € Ry on a
f(z) < f(z). Elle est antisymétrique car si f < g et g < f, alors pour
tout € Ry on a f(x) < g(z) et g(x) < f(x). Ceci implique que f(z) =
g(z) pour tout x, donc f = g. Enfin, la relation est transitive car, si
f < g < h, alors pour tout * € Ry on a f(z) < g(x) et g(z) < h(x), et
donc f(z) < h(z). On obtient que f < h.



2. Est-ce un ordre total ?
Solution Non. Par exemple, les fonctions f: x +— z et g: x +— 1 ne sont
pas comparables dans cet ordre.

3. L’ensemble ordonné C' a-t-il un plus petit élément ?
Solution Oui, la fonction f,: Ry — R4, 2 +— 0 est un plus petit élément.
En effet, pour toute fonction (continue) g: Ry — R4 et tout 2 € Ry on

a fi(x) < g(z).

4. On considere le sous-ensemble A de C contenant les 3 fonctions
x—exp(z), zr—exp(—z), et z—|z|+1

Y-a-t’il des éléments minimaux dans A 7 Si oui, lesquels 7
Solution Oui, les fonctions exp(z) et exp(—z) sont tous les deux mini-
maux.

5. Le sous-ensemble

B={feC f(0)>1}

a-t-il une borne inférieure 7 Solution La seule fonction continue h telle
que pour tout f € B et pour tout x € Ry on a h(z) < f(z) est la fonction
constante nulle. Donc le seul minorant de B est f = 0, et ceci est donc la
borne inférieure de B.

On considere la relation ~ sur C définie par

f~gedIMeR,VeeR,|f(x)—g(x) < M.

6. Montrer que c’est une relation d’équivalence.
Solution Pour toute fonction f et pour tout z on a |f(z) — f(x)| <0,
donc la relation est reflexive avec M = 0. Symétrie est immédiate. Pour
la transitivité supposons que f et g sont M-proches et que g et h sont
M’-proches. Alors f et h sont M + M’-proches.

7. Donner 'exemple de deux fonctions qui appartiennent a des classes dis-
tinctes.
Solution Par exemple, les fonctions f(z) = 0 et g(z) = |z| — effective-
ment, on a lim,_, o | f(2) — g(z)] = +00, donc il n’existe pas de borne M

sur [ f(z) — g(@)|-

On définit une autre relation d’équivalence ~ par

frgeVzeR,3IM e Ry, |f(x) —g(x)] < M.

8. Décrire I'ensemble quotient C/ ~.
Solution Toutes les fonctions sont équivalentes selon cette relation, donc
I’ensemble quotient n’a qu’un seul élément.



Exercice 3 Dans le groupe symétrique Sg, on considere 1’élément

123 45 6
715 61 4 3 2

1. Déterminer la décomposition en cycles disjoints de o.
Solution (15 3)(2 6)

2. Calculer 032.
Solution Les deux cycles (15 3) et (2 6) sont disjoints, et en particulier ils
commutent : ((1 5 3)(26))* = (153)%(26)*. L'ordre de o est donc le plus
petit entier k tel que (1 5 3)¥ =id et (2 6)% = id — autrement dit, 'ordre
de o est ppem(3,2) = 6. On en déduit que 032 = 030 - 02 = 0% = (1 3 5).



