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@ Soient X, ..., X, (i.i.d.) issus d’une densité f (inconnue) sur RY.

@ Probléme : Trouver une fonction f,(x) = fa(x; X1, ..., X») qui soit
“proche” de f.

@ Critére L4

I~ tlli = [ 1710
— calculable;

— interprétable “graphiquement”;
— interprétable en terme de probabilités.

/\f—fn|:23up‘/f—/fn
BeB'JB B
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Les histogrammes modifies

@ Soit 7 un entier et soit h=1/¢;
@ Soit g une densité connue associée a la loi de probabilité vg;
@ Soit P = {A4,..., A/} une partition de R telle que v4(A;) = h;
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Les histogrammes modifies

@ Soit 7 un entier et soit h=1/¢;
@ Soit g une densité connue associée a la loi de probabilité vg;
@ Soit P = {A4,..., A/} une partition de R telle que v4(A;) = h;

1n(A(X))
h

) = [(1-a) + ] g(x)

npn(A(x)) +1
nh+1

9(x)

ou A(x) = Ajsix € A
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Un exemple
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n syté [
ixons I'échantillon Xj, ..., X, et le nombre de classes ¢
%
g 1/99
‘\ //



Un sytéme dynamique

Fixons I'échantillon Xj, ..., X, et le nombre de classes /.

— suite ou trajectoire d’estimateurs de f : {Bg}p>o.




Un syteme dynamique

Fixons I'échantillon Xj, ..., X, et le nombre de classes /.

— suite ou trajectoire d’estimateurs de f : {Bg}p>o.

Théoreme (Berlinet et Biau, 2004)

Si ¢ divise n alors la suite de densités {B}g}p>o est presque sirement
stationnaire.
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Une application

@ La densité de référence est un estimateur a noyau : g = gp p-
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Une application

@ La densité de référence est un estimateur a noyau : g = gp p-

@ La fenétre est sélectionnée de deux maniéres différentes :
@ Méthode Plug-in Lo.
@ Méthode du double noyau.
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Une application

@ La densité de référence est un estimateur a noyau : g = gp p-

@ La fenétre est sélectionnée de deux maniéres différentes :
@ Méthode Plug-in Lo.
@ Méthode du double noyau.

@ Choisir un estimateur f, dans la famille d’estimateurs "itérés";

@ Comparer I'estimateur sélectionné a I'estimateur a noyau initial :

If = falli<IIf = Gn.nll+ 7
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Les densités tests
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Figure: Les 9 densités tests.
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Résultats

f | Li(nn,) | Li(fa) | WIN || L1(9nn,,) | L1(f2) | WIN
D1 0.18 0.20 ) 0.21 0.21 °
D2 0.07 0.08 o 0.17 0.14 °
D3 0.37 0.30 o 0.34 0.28 °
D4 0.22 0.20 ° 0.22 0.19 °
D5 1.20 0.35 o 0.46 0.32 °
D6 0.75 0.30 o 0.36 0.31 °
D7 0.31 0.27 o 0.40 0.25 °
D8 0.57 0.37 ° 0.28 0.27 .
D9 0.34 0.27 ) 0.46 0.26 °

L. Rouviere (Université Rennes 2) 9/42



Choisir une densité

f
frg, 0 €O —

Etant donné un échantillon
aléatoire Xj,..., X, issu de f,
trouver le meilleur fn4, 0 € ©.
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Choisir une densité

fn79, 0 E @

Etant donné un échantillon
aléatoire Xj,..., X, issu de f,
trouver le meilleur fn4, 0 € ©.

E{/|fn—f|} < C(1+%4(n)) eig([)E{/]f,,,g—f]} 4+ 55(n). }
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La méthode combinatoire (1)

@ Contexte géenéral : F=classe d’'estimateurs f, g, 0 € ©.

@ Exemples : fenétre de I'estimateur a noyau, pas de
I'histogramme...

@ “Data splitting” : Soit m < n,

Xty oo Xom Xo-mits- - Xn
S—— —_—
! !
construction de échantillon de
I’estimateur : fr_pm g validation
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La méthode combinatoire (2)

@ Critere de sélection pour une densité f,_ng € F :

Ay = sup
AcAg

/ fnfm,a - Nm(A)‘ .
A
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La méthode combinatoire (2)

@ Critere de sélection pour une densité f,_ng € F :

Ay = sup
AcAg

/ fnfm,a - Nm(A)‘ .
A

@ Classe de Yatracos :

Ao = {{X : fromo(X) > fo_me(X)} : (0,0') € ©2}.
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La méthode combinatoire (2)

@ Critere de sélection pour une densité f,_ng € F :

Ay = sup
AcAg

/ fnfm,a - Nm(A)‘ .
A

@ Classe de Yatracos :

Ao = {{X : fromo(X) > fo_me(X)} : (0,0') € ©2}.

@ Lestimateur de la distance minimum :

1
AV inf A —.
9<oee 9+n
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Théoreme (Devroye et Lugosi, 2001)
Soit f, I'estimateur de la distance minimum. On a :

E{/|fn—f|} gseiggE{/wn_mﬁ—ﬂ}+4EA+%,

/f_'um ‘

ou

= sup
AcAg
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Théoreme (Devroye et Lugosi, 2001)
Soit f, I'estimateur de la distance minimum. On a :

E{/|fn—f|} gs(jgg‘aE{/vn_mﬁ—ﬂ}+4EA+%,

/f_'um ‘

ou
= sup

AceAg
. log2S 4. (m 3
E{/Ifn—fl} SS;QJQE{/Ifn_m,e—f|}+8E{ QTAW}+E.
ou

Su.(m)= max dCard{{x1,...,xm}ﬂA:AeA@}.

v
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Le modeéle
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Le modeéle

ez{(g7Pg)ag€g7 Pg={A1,--.,Ag}€P,£Sr, Vg(A/)=1/e} J
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Le modeéle

fn,«9

ez{(g7Pg)ag€g7 Pg={A1,--.,Ag}€P,£Sr, Vg(A/)=1/e} J
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Résultats

Ao = {{X: Frimo(X) > fo_ma (X)} : (0,0') € ©2} .
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Résultats

Ao = {{X: Frimo(X) > fo_ma (X)} : (0,0') € ©2} .

Théoréme

S o (m) < Sp(m)[Sp(m(n— m))]*,
ou

D= {{(x,z) € RYx R* :azg(x) - g'(x) >0} :a € R, (g,9) € 92}.

et Sp(j) est le coefficient de pulvérisation associé a la classe des
ensembles de P.
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Corollaire (1)

E{/yfn_fy} §39igéE{/’fn—m,9_f’}

N 8\/Iog 2+ log Sp(m) + 4rlog Sp(m(n — m))
m

_l’_

g
=

v
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Corollaire (1)

E{/yf,,_fy} §39iQéE{/’fnm,9_f’}

8\/IogZ +log Sp(m) + 4rlog Sp(m(n— m)) N 3
m n’

|
’

Théoréeme
On a

|nf E{/|fn mg—f|} (1 +Z1(m,r,n))9i2(faE{/\fn79—f\}.

: m mr
Sim etr sonttels que — — 0 et —— — 0, alors
n n3/2

Yy(m,r,n)—0.
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Un exemple multivarié

e 3(x—n)TE" (X—u)} '

G = {gu,z(x) = (2m)9/2, /det(X)
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Un exemple multivarié

e 3(x—n)TE" (X—u)} '

G = {gu,z(x) = (2m)9/2, /det(X)

T,u,Z

T.s(x)=2"2x 4 p.

L. Rouviere (Université Rennes 2) 17/ 42



Un exemple multivarié

1 Ty—1
= = —*(X—,U,) > (X—M)
G ={g.s(x) T Rl L

T,u,Z

T.x(x)= y1/2x 4 I
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Un exemple multivarié

Sélection de ¢ dans ©:

d
{(1. T 41, Lg), € RY, X € SDP(d), £; € N*, [ [ 4 < r}-
j=1
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Un exemple multivarié

Sélection de # dans ©:
d
{(1. T 41, Lg), € RY, X € SDP(d), £; € N*, [ [ 4 < r}-
j=1
On montre alors que
{ Sp(j) < (j+1)29+Y)

SD(]') < (j+ 1)d(d+3)/2+2.
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Résultats

Corollaire

SiSp(j) et Sp(j) sont polynomiaux en j. Alors les choix

m=_"_ et r=n? 0<a<1/2
logn

donnent

: logn
E{/\fn—f\} gS(;%E{/\fn_mﬂ—f\}JrO(W).

L. Rouviere (Université Rennes 2)
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Simulations

Densité a estimer

L. Rouviere (Université Rennes 2)

25

2 2
0 0
9 0 9 1 0 % 1
2
! J_L
0 0
A 0 % 1 0 9% 1
2 3
0 0
g, 0 g 1 0 9, 1

Densités de référence
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Résultats

L

n=200,m=50,r=16 |

g || [lg—fl| [lfe;—fl| &0 |

1 0.21 0.15 9.68
g 0.33 0.30 12.92
g3 0.17 0.11 7.28
0 0.18 0.10 8.28
s 0.43 0.40 14.28
s 0.23 0.19 10.84
g7 0.82 0.81 15.64
s 0.22 0.17 9.04
o 0.24 0.17 10.92

(g1 9] 022 0.10 | 8.28 |
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Résultats

| | n=200,m=>50,r =16 |
g || [lg—fl| [lfe;—fl| &0 |

1 0.21 0.15 9.68
g 0.33 030 | 12.92
o 0.17 0.11 7.28
0 0.18 0.10 8.28
s 0.43 040 | 14.28
N 0.23 0.19 | 10.84
g7 0.82 0.81 15.64
s 0.22 0.17 9.04
o 0.24 017 | 10.92

[9ro] 022 | 010 | 8.8 |
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Estimateurs a noyau

Soit Xj,..., X, un échantillon i.i.d. de densité f

i) = 7 K ()
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Estimateurs a noyau variable

Soit Xj,..., X, un échantillon i.i.d. de densité f

1 1 x— X
fa(x) = n ; h(x,X,-)K<h(X,Xi))

ol h:RY x RY — (0, c0).
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Estimateurs a noyau variable

Soit Xj,..., X, un échantillon i.i.d. de densité f

1 1 x— X
fo(x) = n ; h(x,X,-)K<h(X,Xi))

ol h:RY x RY — (0, c0).

Bonnes propriétés :

@ En grande dimension;
@ En terme de vitesses de convergence (réduction du biais);
@ A distance finie pour certaines classes de densités.
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Un exemple

Soit Fg la classe des densités
@ croissantes;
@ convexes;
@ sup 1) f(x) < B
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Un exemple

Soit Fg la classe des densités
@ croissantes;
@ convexes;
@ sup 1) f(x) < B

Alors

s, € [t 1} <47 |
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Exemple

k_

(]
100 1000 2000 3000 4000 5000

— f densité a estimer; — Laborne /8/n;
— fo.n, tel que hy = argmin,_ g [ |frp — f; — ming Ly (fo p);
— f,,7,,o(x) pour une certaine fonction hgy(x). — Li(fon (X))

»o .
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Le modeéle

On consideére des fenétres de la forme

h(x, Xi,0) = ¢(x, Xi, \) J

avec
@ \cRP
® )\ — ¢(x, Xj, \) polynomiale de degré < /.
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Le modeéle

On consideére des fenétres de la forme

h(Xa)(iae):ZQS(X?)(/")\IH)‘IBA(X) J

J1=1

avec
@ )\, €ERP
@ )\, — o(x, Xi, A\j,j,) polynomiale de degré < /.
o Py :{31,...,321} € Py
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Le modeéle

On consideére des fenétres de la forme

h(X7)(i79): Z ¢(X7)(I'7)\j1j2)15; ><Bj2 (X7)(i)
(h.)ed v

avec
@ ), €RP
@ )\, — o(x, X, \j,) polynomiale de degrés < /.
° P ={B],....Bl} eP
° P,={B%....B2}€P;
oJ={1,....n}tx{1,...,n}
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Le modeéle

On consideére des fenétres de la forme

h(x,X;,0) = > o(x, )(,,)\1112)131 <8 (x, X))
(1.f2)ed

avec
® ), €RP
® )\, — o(x, X, \jj,) polynomiale de degré < /.
° P ={B],....Bl} e P
° P, ={B2... B2} eP;
oJ={1,....n}tx{1,...,n}
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La méthode combinatoire

On utilise la méthode combinatoire pour sélectionner 6 dans :

o— {(P1,P2,A) Py € Py, Po GPZ,AER“’ZP}.
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La méthode combinatoire

On utilise la méthode combinatoire pour sélectionner 6 dans :

o— {(P1,P2,A) Py € Py, Po GPZ,AER“’ZP}.

Théoreme

S 4o (m) < ¥ (n,m, ¢,Sp(n))""?",

ou v est polynomial en ses arguments.
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La méthode combinatoire

On utilise la méthode combinatoire pour sélectionner 6 dans :

o— {(P1,P2,A) Py € Py, Po GPZ,AER“’ZP}.

Théoreme

S 4o (m) < ¥ (n,m, ¢,Sp(n))""?",

ou v est polynomial en ses arguments.

Corollaire
En particulier, le choix m = n/log n donne

{/|fn f|}<5(1+0( NG )ggéE{/Vng—ﬂ} (\/_>
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Exemples (1)

@ On considére des fenétres de la forme

h(x, X, 0) = D 60X X5 31 s (X X))
(r.2)ed
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Exemples (1)

@ On considére des fenétres de la forme

h(x, X, 0) = D 60X X5 31 s (X X))
(r.2)ed

@ Soit F = {densités linéaires sur [0, 1]}
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Exemples (1)

@ On considére des fenétres de la forme

h(x, Xi,0)= > &(x, )(,,/\1112)131 <82 (x, X;)
(f1.2)ed
@ Soit F = {densités linéaires sur [0, 1]}
@ Soit
3
h(Xa 9) = Z¢(X7 )‘j)1Bj(X)

J=1

ol ) = (A, 02, 23) € R
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Exemples (1)

@ On considére des fenétres de la forme

h(x, Xi,0)= > &(x, )(,,/\1112)131 <82 (x, X;)
(f1.2)ed
@ Soit F = {densités linéaires sur [0, 1]}
@ Soit
3
h(Xa 9) = Z¢(X7 )‘j)1Bj(X)

J=1

ol ;= (A, A5, A7) € R®

e [ 1o} =0(75).
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Exemples (2)

@ Fenétre polynomiale (Biau et Devroye, 2002)

p—1
h(x)=>ix'.
i=0
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Exemples (2)

@ Fenétre polynomiale (Biau et Devroye, 2002)

p—1
h(x)=>ix'.
i=0

Lestimateur de la distance minimum est minimax optimal pour la
classe des densités a blocs décroissants.
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a Classification de Courbes
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Dans de nombreux domaines de la statistique les individus prennent la
forme de courbes aléatoires :

@ température en un point du globe;
@ cours d’une action en bourse;

@ tracé d’un électrocardiogramme;
@ intensité d’un son.
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300

“Sh”, uiyu, “dCI”, “aO”, uaau.
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Le modéle mathématique

@ Soit (X1, Y1),...,(Xntm, Yn+m) un échantillon de copies
indépendantes du couple (X, Y) € F x {0,1}. Le probléme de la
classification consiste a prédire le label inconnu Y d’'une nouvelle
observation X.
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Le modéle mathématique

@ Soit (X1, Y1),...,(Xntm, Yn+m) un échantillon de copies
indépendantes du couple (X, Y) € F x {0,1}. Le probléme de la
classification consiste a prédire le label inconnu Y d’'une nouvelle
observation X.

@ Le statisticien crée une régle de classification
g:F—{0,1}

qui représente sa prédiction concernant le label de X.
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Le modéle mathématique

@ Soit (X1, Y1),...,(Xntm, Yn+m) un échantillon de copies
indépendantes du couple (X, Y) € F x {0,1}. Le probléme de la
classification consiste a prédire le label inconnu Y d’'une nouvelle

observation X.
@ Le statisticien crée une régle de classification

g:F—{0,1}

qui représente sa prédiction concernant le label de X.
@ On définit la probabilité d’erreur pour une régle par

L(g) =P{g(X) # Y}.
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Classification

@ Larégle de Bayes

)= [0 SIPLY =0X=x}=P{Y =1]X =x}
9 1 1 sinon,

est optimale au sens ou pour toutes regles g : 7 — {0, 1},

P{g"(X) # Y} < P{g(X) # Y}.
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Classification

@ Larégle de Bayes

)= [0 SIPLY =0X=x}=P{Y =1]X =x}
9 1 1 sinon,

est optimale au sens ou pour toutes regles g : 7 — {0, 1},

P{g"(X) # Y} < P{g(X) # Y}.

@ Le probleme est alors de construire une régle raisonnable g a
partir des observations (Xi, Y1), ..., (Xntm, Ynirm) telle que

lim EL(g) = L*. J
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Classification

@ Larégle de Bayes

)= [0 SIPLY =0X=x}=P{Y =1]X =x}
9 1 1 sinon,

est optimale au sens ou pour toutes regles g : 7 — {0, 1},

P{g"(X) # Y} < P{g(X) # Y}.

@ Le probleme est alors de construire une régle raisonnable g a
partir des observations (Xi, Y1), ..., (Xntm, Ynirm) telle que

lim EL(g) = L*. J

@ En dimension finie : arbres, plus proches voisins, noyau...
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Bases d’ondelettes

o VpcVicVoc...cVyc...C Lp([0,1]).
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Bases d’ondelettes

o VpcVicVoc...cVyc...C Lp([0,1]).

@ Pour chaque niveau de résolution J, on construit une base
orthonormée {v;:j=1,...,27}.
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Bases d’ondelettes

o VpcVicVoc...cVyc...C Lp([0,1]).

@ Pour chaque niveau de résolution J, on construit une base
orthonormée {v;:j=1,...,27}.

@ La projection de X; sur V, s’écrit

2J
> X (b).
j=1
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Ondelettes de Daubechies

R w B ° Wo.o ° Wo.1
° Wa.a N ° Wa.s N ° Wa, 12

— : ondelette mére
— : bases de W,
— : éléments de la base de W;.
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Réduction de la dimension

o VpcVicVec...CcVycC...CLp([0,1]);

@ Les observations X; sont approchées par

2J
Xi(t) = > Xj(t).
j=1
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Réduction de la dimension

o VpcVicVec...CcVycC...CLp([0,1]);

@ Les observations X; sont approchées par

2J
Xi(t) = > Xj(t).
j=1

» échantillon d’apprentissage (X1, Y1), ..., (Xn, Yn);
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Un seuillage global

@ Ordonnons les 2” fonctions {11, ..., 495} en {¢,,... , ¥j,, } suivant

n n n

2 2 2
DD X =D X J
i= e i=1
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Un seuillage global

@ Ordonnons les 2” fonctions {11, ..., 495} en {¢,,... , ¥j,, } suivant

n n n

2 2 2
DD X =D X J
i= e i=1

@ Les coefficients d’'ondelettes sont rangés a 'aide un seuillage
global suivant la moyenne des carrés des coefficients de
I'échantillon d’apprentissage.
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Un seuillage global

@ Ordonnons les 2” fonctions {11, ..., 495} en {¢,,... , ¥j,, } suivant

n n n

2 2 2
DD X =D X J
i= e i=1

@ Les coefficients d’'ondelettes sont rangés a 'aide un seuillage
global suivant la moyenne des carrés des coefficients de
I'échantillon d’apprentissage.

@ On notera @
X = (Xj,, - X)) -

I
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La procédure

@ Pour chaque d =1,...,27, soit vad) une classe de regles
9@ R x (RY x {0,1})" — {0,1}.
@ Soit S C(d)(m) le coefficient de pulvérisation associé a cette classe,

et soit Sgn)(m) le coefficient de pulvérisation de toutes les regles
{g9D:d=1,...,2/}.

L. Rouviere (Université Rennes 2) 37/42



La procédure

@ On sélectionne d et g(?) par minimisation de la probabilité d’erreur
empirique basée sur I'échantillon de validation :

) 1 n+m

~ A d b

<d, g( )) = argmin [E Z 1[g(d)(X,(.d))7éYi]] ’ J
+1

1<d<2/, geD'? i=n
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Théoréeme

o e _* i (CIA
E{Lner g} L Ly —L ‘|‘E{ et zlf;(d)eDﬁ,d) Ln(g )}

8Iog 48(") (2m)) N 1
V(my2)log (4s8)@m)) |
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Corollaire

Si chaque ensemble Df,J) contient une regle convergente. Si,de plus,

E log SE:JH) (2m)
m

lim m= oo, et lim

n—oo n—oo

Y

alors
lim lim E{L,,+m(§])} =L

J—o00 N—o0

v
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lllustrations

@ W-QDA quand Df,d) représente une “Analyse discriminante
quadratique” en dimension d.

@ W-NN quand ng) contient toute les régles des kppv.

® W-T quand ng) contient tous les arbres binaires.

@ W-BOOST lorsque I'on applique I'algorithme “Adaboost” sur les
coefficients sélectionnés;
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lllustrations

@ W-QDA quand Df,d) représente une “Analyse discriminante
quadratique” en dimension d.

@ W-NN quand ng) contient toute les régles des kppv.

® W-T quand ng) contient tous les arbres binaires.

@ W-BOOST lorsque I'on applique I'algorithme “Adaboost” sur les
coefficients sélectionnés;

@ F-NN désigne une méthode basée sur les coefficients de Fourier.

@ MPLSR désigne la régression PLS multivariée.
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Reconnaissance vocale

300

” ”

“Sh”, “iy”, “dCI”, uao , aa’.

4509 observations, n=m=250
50 partitions
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Reconnaissance vocale

ZOJ

=
—

0 100 200 300

1717 observations, n=m=250
50 partitions
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Reconnaissance vocale

20
M | Méthodes || Erreurs | d |
M ' ',\ W ““p W-QDA 023 |19
"yl < W-NN 021 |22
10 W i otk
| m‘W‘W@W’W‘TW W-T 022 | 9
e | W-BOOST | 021 |21
. | | F-NN 025 |42
0 100 200 300
MPLSR 020 |5
‘ao”, “aa )

1717 observations, n=m=250
50 partitions
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Un exemple simulé

4 -1
e
il -

500 observations, n = m = 50,
50 répétitions
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Un exemple simulé

ml T | Méthodes || Erreurs | d |

W-QDA 0.08 8

. W-NN 0.12 | 24
| W-T 0.13 |20

b ‘ W-BOOST 0.08 |43

0 el . F-NN 035 |76
MPLSR || 0.44 | 4

) [E—]

500 observations, n = m = 50,
50 répétitions
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Les courbes sont discrétisées...

@ En pratique les courbes sont observées seulement en certains
points t,,p=1,...,4
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Les courbes sont discrétisées...

@ En pratique les courbes sont observées seulement en certains
points t,,p=1,...,4
@ On n’a alors qu’une estimation des coefficients d’'ondelettes

2J /
- 1
Xi(t) ~ jz;x,-,wj(t), avec =5 Z i(to)j(to) -
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Les courbes sont discrétisées...

@ En pratique les courbes sont observées seulement en certains
points t,,p=1,...,4
@ On n’a alors qu’une estimation des coefficients d’'ondelettes

¢
Z (to)¥j(to) -

Nl—l

Xi(t) ~ Z )_(,jwj(t), avec

|
’

Théoréme

Si D,(,d) est 'ensemble des regles des k-ppv et si

Iim m=oco, e Ilm —=0

n—oo n—oo M

alors la régle sélectionnée § est convergente

lim lim lim E{L(g)}=L".

J—00 N—00 f— 00

v
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Vitesses “optimales”

Etant donné C une classe de regles, on a

EL(gE) — Le < O( /LchnIogn+ Ve I,(7)gn>

ou L¢ = infgec L(9).

On obtient des résultats “plus fins” a 'aide d’hypothéses sur la fonction
de régression 7 du style :

P(!U(X) - %\ < u) < Cu®, Yu>D0.
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Minimisation de risque convexe

@ Etant donné C une classe de regles, on minimise
1 n
An(9) = =D _o(=g(X)Yi).
i=1

ou ¢ est une fonction convexe, positive et croissante (¢(x) = €¥).
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Minimisation de risque convexe

@ Etant donné C une classe de regles, on minimise
1 n
An(9) = =D _o(=g(X)Yi).
i=1
ou ¢ est une fonction convexe, positive et croissante (¢(x) = €¥).

L(gn) ~ L* < u( inf A(g) ~ A")

ou

Alg) =E{¢(-g(X)V)} e« A= infAg).

@ Voir Bousquet, Boucheron et Lugosi (2005).
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Boosting (1)

Soit x € R et vy, € S € R9. On note b(x,vm) =< X, vm >.

Algorithme
@ Initialise f(x) = 0;
©Q Pourmdet1aM
a) Calcule

(Bmy Ym) = argmin Y~ ¢(¥i, fn1(%) + 8b(xi,7));

By i=1

b) Calcule fr(X) = fm_1(X) + Bmb(X, Ym);
© Sortie fy(x).

»(x) = exp(x) est la fonction de risque.
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Boosting (2)

@ Idée : Combiner des regles simples;
@ Adaboost : combinaison de regles linéaires de la forme :

g(x)=1 si x>\

@ Initialisation des poids des observations : w; = 1/n;
©Q Pourmdet1aM:

a) applique la regle g; a I'échantillon d’apprentissage pondéré;
b) Calcule

it Wil (ytgm(x)

Sy Wi

c) affecte w; < —w; exp(am1(y,+gm(x)))
© Sortie :G(x) = sign( S M_, amgm(x)).
L. Rouviere (Université Rennes 2)

errm = am = log((1 — errm)/errn);




@ K labels;

@ un noeud m définit une région Ry,. Soit pm « la proportion de k
dans la région Rp,.

@ Les noeuds sont choisis en minimisant I'indice de Gini:

K
Z i\)m,k,bm,k’ = Zf’m,k“ - l/\)m,k) .
k#k! k=1
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Dy(f, fn) :/fnqﬁ(f—:), ¢ convexe. J

Test: p = pp Vs u # po-

@ ¢(t) = (t — 1)?> — Pearson;
@ ¢(t)=1/2(1/t+t—2) — Neyman;
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Dy(f, fn) :/fnqﬁ(f—:>, ¢ convexe. J

Test: p = pp Vs u # po-
@ ¢(t) = (t — 1)?> — Pearson;
@ ¢o(t)=1/2(1/t+t—2) — Neyman;
@ Statistique du rapport des vraisemblances :

Th= Zﬂn ) log Ei;

@ Modification de la statistique.
— T} entropie réciproque relative, et 11, associé a I'histogramme
modifié f,.
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Lemme

Denote by 1. the common distribution of the X;’s, and suppose that
there exists a positive real number o such thatve € ©

(QZ(P,Q),P:{AM...,Ag})

a < u(Aj), i=1,...¢

Jno = / |fno — 1.

If m is a positive integer such that 2m < n, then

infoco E{Jn—_mo} 2m m V8 mr

<1421 L5 /0 .
oo E{dngl — n—m N0 (n_m)vna(l —a)

Introduce
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Minimax
@ Risque minimax :

R(9n, F —supE Ign—fl
feFg

@ f, est minimax optimal si

@ Si
("] E{f|fn - f|} < Cyinfgeo E{f|fn,19 - f\} +
©Q r, tend vers 0 plus vite que infyco E{ [ 1fao — f|};
© {f,n, 6} contient un estimateur minimax optimal pour F;
alors f, est minimax optimal.
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Soit Fg la classe des densités définies sur [0, 1]
@ croissantes;

@ convexes;
® sup 1) f(x) < B.
Alors
E f, —f
inf  sup {1 () = F(x) 9] > Cnio .

HRM1—(0,00) fe 7 INFRR—(0,00) E{/ fahoo (X) = F(x)[dx} —
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Théoréme

Théoreme (Anthony et Bartlett, 1999)

Soit h une fonction de RY x R" dans {0,1} et soit

H={x+ h(a,x):acR}.

Supposons que h puisse étre calculé a partir d’un algorithme prenant
la paire (a, x) en entré et en fournissant h(a, x) en sortie en au plus t
des opérations:

@ exponentielle; arithmétique (+,-,%/); ‘comparatives” : >,<,=...;
sortie O ou 1.

Alors le vecteur
1n(ay)>0s - - > Vh(aym)>0)

lorsque a varie dans RY peut prendre au plus

C(m, d)2%
L. Rouviere (Université Rennes 2)



Eléments de preuve

@ On souhaite borner
Card{{1 [yi€Ag ol > 1[ymeA979/]} : (0, 9,) S @2}
ou A,g}g/ = {X : fn,m’g(X) > fn_m’gl(X)}.

@ On cherche un sous-ensemble de cardinal fini W de ©2 de
maniére a pouvoir borner

Card{{1[y1€A676,], ceey 1[ym€Aa,9’]} : (0,9/) S Wz} <M.
@ On conclut

Card{{1[y1€Ae,g,], .. "1[}’m€A6,0/]} : (673’) € @2} < MCardw.
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Transformation-Retransformation

2 2 2
toe 1 . o
X(a)™ b
N () X
0 .
o+ + b+
2 -2 2
2 0 2 2 0 2 2 2

X(t) L -b¢
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Lien avec la théorie de VC (1)

@ Etant donné une classe d’ensembles .4, on définit le coefficient de
pulvérisation S 4(p) par

Sa(p) = max dCard{{x1,...,xp}mA:AeA}.
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Lien avec la théorie de VC (1)

@ Etant donné une classe d’ensembles .4, on définit le coefficient de
pulvérisation S 4(p) par

Sa(p) = max dCard{{x1,...,xp}mA:AeA}.

@ On atoujours S 4(p) < 2P. La dimension de Vapnik-Chervonenkis
V4 de la classe A est alors définie comme le plus grand entier p
tel que

Sa(p) =2".
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Lien avec la théorie de VC (1)

@ Etant donné une classe d’ensembles .4, on définit le coefficient de
pulvérisation S 4(p) par

Sa(p) = max dCard{{x1,...,xp}mA:AeA}.

@ On atoujours S 4(p) < 2P. La dimension de Vapnik-Chervonenkis
V4 de la classe A est alors définie comme le plus grand entier p
tel que

Sa(p) =2".

Lemme (Sauer (1972))

Sa(p) < (p+1)".
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Lien avec la théorie de VC (2)

E{ sup
AcA

/Af—un(A)‘}SZE{ W} }
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Lien avec la théorie de VC (2)

Linégalité oracle devient :

. log2S 4,(m) 3
E{/Ifn—ﬂ} SS(;QgE{/Ifn_m,a—f|}+8E{ —— s
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Bases d’ondelettes

@ Vhc VicVoc...C Lp([0,1]).
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@ ¢: l'ondelette pére telle que {¢;x : k =0,...,2/ — 1} est une base
orthonormée de V.
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Bases d’ondelettes

@ Vhc VicVoc...C Lp([0,1]).

@ ¢: l'ondelette pére telle que {¢;x : k =0,...,2/ — 1} est une base
orthonormée de V.

@ Pour chaque j, on construit une base orthonormee
{¢j7k : k:07"'72]_1}de M/jtelque ‘/j+1 = ‘/j@ W/ Qpest
'ondelette mére.
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Bases d’ondelettes

@ Vhc VicVoc...C Lp([0,1]).

@ ¢: l'ondelette pére telle que {¢;x : k =0,...,2/ — 1} est une base
orthonormée de V.

@ Pour chaque j, on construit une base orthonormee
{¢j7k : k:07"'72]_1}de M/jtelque ‘/j+1 = V/@ W/ Qpest
'ondelette mére.

@ Chaque fonction X; € L»([0, 1]) s’écrit

co 20—

Xi(t) = ZZ&,MXM t)+n'doo(t).

j=0 k=0
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Une premiére application

08

0.6

04f

0.2f

0 I h

-4 0 4 8

— f densité a estimer;
— densité de référence;
— premier itéré;

— densité stationnaire.
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Inégalité oracle

Corollaire

it} <o 2 o) el o

log2 + rirplo n,m,¢,Sp(n 5
+8\/ 92+ nnp 9:;( P( ))+E’
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Inégalité oracle

Corollaire

En particulier si ry, p et ¢ sont fixés, alors le choix m = n/log n donne

E{/]fn—f\} g5<1+o(\/l;m)>JQéE{/yfn,a—f\}+o('°%>.

v

L. Rouviere (Université Rennes 2) 59 /42



	Les Histogrammes Modifiés
	Sélection Combinatoire d'Estimateurs de la Densité
	Classification de Courbes

