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Probléme
lllustration
Motivation
Obstacle

Boules de Besov

Bilan |

Ondelettes

Estimation

Compléments

Probl eme

Observations :

[]

(X1,Y1), oy (X, o) hiid,

Yi= (X)) + 2, =1,

m | fonction inconnue
m X, deloild(|0,1])
m 2 deloi N(0,1)

Obijectif :

[]

reconstruire f a partir des observations
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lllustration

Cadre statistique

Observations [ Yi=f(Xi)+zi ]
1 T T T T

Probleme

Illustration
Motivation
Obstacle

Boules de Besov

Bilan |
Ondelettes 0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Estimation Fonction f inconnue
1 T T T T

Compléments
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Motivation
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B Motivation :

Probléme . ~
lustration [1 construire des estimateurs f,, performants
Motivation . .
Obetacle : W Critere de qualité :
Boules de Besov : ..
N LI minimax
ilan | .
Ondelettes . W Approche minimax :
Estimation :

[] fn est dit performant si le risque

Compléments

e 1 AN
" — 12y = E% x) — f(x)|Pdx
E¥(lfn— 1) Ef(/o | fu(z) — f(x)[Pdzx)

converge rapidement vers 0 quand n — +o<
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Probléme
lllustration
Motivation
Obstacle

Boules de Besov

Bilan |

Ondelettes

Estimation

Compléments

Obstacle

B Contrainte:

[1 pour tout fn on a
lim ([ fu — FI15) = 0
n—~od
ssi f appartient a un ensemble de fonctions A°

m S caractérise la régularité

B Question:
O quel A® choisir ?

B Reéponse:

[1 un ensemble de fonctions aussi large que possible

m boules de Besov
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Probleme
lllustration
Motivation
Obstacle

Boules de Besov

Bilan |

Ondelettes

Estimation

Compléments

Boules de Besov

B Préliminaires :

O L,s €]0,00[, m, 1 € [1,00]

O Ap()(z) = f(z+h) = f(z)

O pouru = |s]+1,

pi(t, fym) = sup [AR(N)x
hl<t

B Boules de Besov :

O f € B;,(L)ssi

e+ [ [ @0t fomyrea

1/r
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Probléme
lllustration
Motivation
Obstacle

Boules de Besov

Bilan |

Ondelettes

Estimation

Compléments

Bilan |

Au final :
[ on veut construire des estimateurs fn tels que

sup BR[| fn — fI5)
feBs (L)

converge rapidement vers 0 quand n — 400
Méthode de construction pour fn ;

[1 méthode d’'ondelettes
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Bases d'ondelettes
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B Bases d'ondelettes : Meyer, Daubechies,... (90-92)

Ondelettes

[0 fonctions de départ :

Bases d’'ondelettes
Décomposition en ¢

ondelettes o ¢, w, Support CompaCt

Intérét des
ondelettes |

et o . [1 fonctions translatees et dilatées :
ondelettes Il . .
Intérét des O ¢],k’(x> — 2]/2¢(23x _ k-)

ondelettes IlI

Précisions H wj,k(x) — 2]/2¢(23x o k)

Bilan Il [1 base orthonormée de ]L2([O, 1]):
Estimation

(Gur(@): ¥y@)}

7 =1, [ entier grand
kedo,..,20 —1}
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Décomposition en ondelettes
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Ondelettes

Bases d’ondelettes

Décompositionen
ondelettes

Intérét des
ondelettes |

Intérét des
ondelettes Il

Intérét des
ondelettes IlI

Précisions

Bilan Il

Estimation

Compléments

Décomposition :
0 feL?([o,1]),

2l —1 0o 271
f@) = appbip@) + Y Y Bintjr(@)
k=0 j=l k=0

= = J f(x)qu,k(x)da:
0 ﬁjk—fO ) x)daf;

Principe :

[0 f=approximation + détail
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Intérét des ondelettes |
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B Deécomposition sparse :

Ondelettes
Bases d’ondelettes ~ - )
Décomposition en Représentation en ondelettes d’une fonction f
ondelettes .
Intérét des
ondelettes | .
Intérét des .
onaeleties : Coefficients d’ondelettes
Interét des .
ondelettes Il
Précisions
Bilan Il 5 : : : ” i
: Faciles a manipuler Les "gros” ...
Estimation
Compléments / \
: Représentatifs de f Peu nombreux
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Intérét des ondelettes I
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B Caractérisation des boules de Besov en ondelettes :

Ondelettes

0 f € B; (L),

Bases d’ondelettes
Décomposition en

ondelettes : 1/
. . — . - r
Intérét des : 00 27 1
ondelettes | .
Intérét des 2«7 8—1_1/2 2 —J ‘6 1/7T < L
ondelettes Il ]7 ~ *
Intérét des ] —l—1
ondelettes IlI A -
Précisions

Bilan I § - 63 = fo w.] k )

Estimation
B Ok = Qg

Compléments
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Intérét des ondelettes Il
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B Propriétés geometriques :

Ondelettes

Bases d'ondelettes

Décomposition en BaseS d’Onde|etteS

ondelettes .

Intérét des

ondelettes | .

Intérét des .

Ion”tzre;ftf;” : Propriétés géométriques en norme L
ondelettes llI

Précisions / \

Bilan Ii — — —

_— Inconditionnalite Propriete de Temlyakov
stimation

Compléments

B Ces propriétés ne sont pas satisfaites par la base de
Fourier
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Précisions
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B Propriéeté d'inconditionnalité :

Ondelettes

O pourtoutu = (Uj k) k

Bases d’ondelettes
Décomposition en ¢

ondelettes . ) )

Intérét des +00 2J —1 —+00 27 —1

ondelettes | 2.1/2
werl IS5 w2 = 100 S uui a2
ondelettes Il

Intérét des . .7 =l k=0 ]:l k=0

ondelettes llI :

Précisions : W Proprieté de Temlyakov :

Bilan Il 4

0 pourtouto >0, A C {l,...,00} et
C C{o,...,27 — 1},

1O D 72 =D

jeA kel jEA keC

Estimation

Compléments
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Bilan Il

Cadre statistique

B Aufinal:

Ondelettes

[1 les bases d’'ondelettes

Bases d’ondelettes
Décomposition en

ondelettes m fournissent des décompositions sparses

Intérét des : ;. .

ondelettes | : m caracterisent simplement les boules de Besov
Intérét des s o , s,

ondelettes I : m possedent des proprietes geometrigues fortes
Intérét des .

onfjéléttes 1] . A VOiI' :

Precisions -

HIE [0 elles nous permettent de construire des estimateurs
Estimation .

m performants
m realistes

Compléments
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Constructions
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Ondelettes

Estimation

Constructions

Seuillage dur

Propriétés de Bj,k

Bornes supérieures

Sous-optimalité

Seuillage dur 2

Bornes supérieures
Seuillage par blocs

Bornes supérieures ¢

Preuve
Simulation

Bilan Il

Compléments

B Rappel:
[0 onobserve (X1, Y71),..., (X, Yy) oU

Yi = f(X;) + %, 1=1,...,n

B Estimateurs en ondelettes :

1. on décompose | sur la base d'ondelettes
2. onestime o et ﬁivk par & i et 0 .

3. on sélectionne les [3; ;.

4. on reconstruit le tout sur la base considérée

B Meéethode de sélection :

[1 seuillage
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Seuillage dur
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B Estimateur de seuillage dur f/}(x) : Donoho et al. (95)

Ondelettes

Estimation jl 2] 1

Constructions .

Seuillage dur § Odl kqbl k _|_ S S 6] ]{1 |B |> \/@ wj,k(x)
Propriétés de Bj,k j—l k_O 7,kIZH n

Bornes supérieures

Sous-optimalité

O estimateurs de v ; et 5 . :

Seuillage dur 2

ornes supérieures 1
S 5 . CVJ/@— Zz—ﬁbgk( i)Y

Seuillage par blocs

3 1
Bornes supérieures N 6] k — Zz—l wj k )

Preuve

Simulation [0 parametres :

Bilan IlI

m [ réel positif
m j1 = |logy(n/logn)|

Compléments
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Propri étés de BM
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Ondelettes

Estimation

Constructions

Seuillage dur

Propriétés de 3, 1 -

Bornes supérieures

Sous-optimalité

Seuillage dur 2

Bornes supérieures <
Seuillage par blocs

Bornes supérieures ¢

Preuve
Simulation

Bilan IlI

Compléments

B Sans biais:

B (3) = EH(F(X0)%;6(X0) = By

B Inégalité de moments :

EH(8j6 — Bixl™) < Cn?

B Inégalité de grande déviation :

logn

Cn™P

A\

7 Bik— Bikl =27 'u -
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Ondelettes

Estimation

Constructions

Seuillage dur

Propriétés de Bj,k

Bornes supérieures -

Sous-optimalité

Seuillage dur 2

Bornes supérieures <
Seuillage par blocs

Bornes supérieures ¢

Preuve
Simulation

Bilan IlI

Compléments

Bornes sup erieures

v/ THEOREME 1: Donoho et al. (96)

O sim = p,

sup  ER([|fy — fIIF) < Con.
feB; (L)

On = n_sp/(28+1)(log n)sp/(23+1)

B Question:

[J est-ce que la vitesse ¢, peut étre améliorée ?
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Sous-optimalit €
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Ondelettes

Estimation

Constructions

Seuillage dur

Propriétés de Bj,k

Bornes supérieures

Sous-optimalité

Seuillage dur 2

Bornes supérieures <
Seuillage par blocs

Bornes supérieures ¢

Preuve
Simulation

Bilan IlI

Compléments

v/ THEOREME 2

O sim = p,

con < sup ER(IS) = fIB),
feBs (L)

On = n_sp/(28+1)(log n)sp/(23+1)

B Conclusion:
[0 lavitesse ¢, ne peut pas étre améliorée
B Question:

[1 existe-il des estimateurs plus performants que fﬁ ?
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Seuillage dur 2
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Estimateur de seuillage dur fg(x) : Delyon et al. (96)

Ondelettes

Estimation 2[ 1 jl 2] 1

Constructions .

Seuillage dur E Oél k¢l k _|_ S S 6], - \/— wj k( )
Propriétés de Bj,k ] l k= () |ﬂ]’ | n

Bornes supérieures
Sous-optimalité

0 s = [((1/(1 + 25)) logy(n) |

Bornes supérieures <

B Remarque :

Seuillage par blocs

Bornes supérieures [] pourj < jL
Preuve
Simulation . .
Bilan Il log i (J — ]S)—i_
5 =
Compléments n "
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Bornes sup erieures
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Ondelettes

Estimation D ST > p’

Constructions Ad

Seuillage dur Sup E?(an — ng) < Og@n,
Propriétés de Bj,k fEBg.,r (L)

Bornes supérieures

Sous-optimalité

Seuillage dur 2 gpn — n_Sp/(QS—l—l)

Bornes supérieures

Seuillage par blocs . PrObIéme :

Bornes supérieures R

Preuve O f% dépend de s, la régularité de f

Simulation E

Bilan Il m cela n’est pas réaliste car f est inconnue

Compléments

B Alternative :

[1 seuillage par blocs
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Seulllage par blocs
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B Estimateur BlockShrink f’g(aj) ;

Ondelettes

Estimation ]1 2] 1
Constructions .
Seuillage dur E Cl’l k¢l k _|_ S S 6] kl{b k>Mn_1/2}¢J k
Propriétés de Bj,k j = k= O

Bornes supérieures

Sous-optimalité

Seullagedur2 0 moyenne partielle des (5, 1)

Bornes supérieures
= (Ul Y 1BimlM)P

Preuve me U]

Simulation

Seuillage par blocs

Bornes supérieures ¢

Bilan Il

O Uj,k ensemble indépendant de s

0 Ukl = [logn P2

Compléments
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Bornes sup erieures
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Ondelettes

Estimation D ST > p’

Constructions b

Seuillage dur SU_p E?(an — f”]];) < Cg@n’
Propriétés de Bj,k fEB%’T (L)

Bornes supérieures +
Sous-optimalité
Seuillage dur 2 gpn — n_Sp/(QS—l—l)
Bornes supérieures

Seuillage par blocs . Commentail‘e .

Bornes supérieures :

Preuve 1 Il'estimateur fb est :

Simulation

Bilan 11 : m optimal au sens minimax
Compléments O réaIiSte
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Preuve
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Ondelettes

Estimation

Constructions

Seuillage dur

Propriétés de Bj,k

Bornes supérieures

Sous-optimalité

Seuillage dur 2

Bornes supérieures
Seuillage par blocs

Bornes supérieures ¢

Preuve
Simulation

Bilan Il

Compléments

B Deécomposition adéquate de
rb
B (fn = F1I5)

[0 propriétés geometriques de la base d’ondelettes

B Inégalité de concentration :

log n|P/?

DS

k=0

logn

Ip 4
|7 =2

|Bj,k — Bixl”

n

<Cn™?

[1 inégalité de Talagrand (x2)

[0 inegalite de Cirelson 28/ 42
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Ondelettes

Estimation

Constructions
Seuillage dur
Propriétés de Bj,k
Bornes supérieures
Sous-optimalité
Seuillage dur 2
Bornes supérieures
Seuillage par blocs
Bornes supérieures
Preuve

Simulation

Bilan Il

Compléments

Simulation

0.9

0.8

0.1

f et estimateur BlockShrink

- — —f
BlockShrink

0.1

0.2

0.3

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Bilan Il
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Ondelettes

Estimation

Constructions

Seuillage dur

Propriétés de Bj,k

Bornes supérieures -«

Sous-optimalité

Seuillage dur 2

Bornes supérieures
Seuillage par blocs

Bornes supérieures ¢

Preuve
Simulation

Bilan Il

Compléments

Au final :
[1 l'estimateur de seuillage par blocs est

m optimal au sens minimax
m réaliste
m performant en pratique

Compléments :

[0 introduction a I'approche maxiset
[0 étude du modele de convolution
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Ondelettes

Estimation

Compléments

Introduction
Approche maxiset
Résultat maxiset
Bilan IV

Convolution

Reformulation du
probléme

Hypothese

Seuillage par blocs

Performances

Conclusion finale

Introduction

B Limite de I'approche minimax :
O le choix de B ,.(L) est subjectif
B Questions:

1. quelles sont les vitesses atteintes par nos
estimateurs si / ¢ B} (L) ?

2. est-ce que B;SW(L) est bien adapté au probléme ?

B Alternative :

[1 approche maxiset
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Approche maxiset
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B Maxiset: Cohen et al. (00), Autin (05)

Ondelettes .
[J on se fixe:
Estimation .
Compléments - ® Une vitesse wy,
Introducton m un estimateur f, de f
Approche maxiset -
Résultat maxiset |:| on évalue .
Bilan IV
Convolution ¢ - . —1mn r L p
Reformulation du 3 M(fn, wn) T {f7 Sup wy, Ef(an f”p) < OO}
probléme n>0
Hypothese
Seuillage par blocs . ObJeCUf :
Performances .

[0 construire un estimateur fn tel que /\/l(fn, Wy,) Soit
le plus gros possible

Conclusion finale
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Résultat maxiset
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Ondelettes

Estimation . D Vltesse :

Compléments Wy - {/n/_()ép/z7 (log n/n)ap/z}
Introduction

Approche maxiset L 8 6]07 1[

Résultat maxiset

Bilan IV [1 inclusion maxiset stricte :

Convolution :

Reformulation du

probléme M(ffg) wn) C M(f\’][?jﬂ wn)

Hypothese :
ill blocs & -
SEUREPEEEE S @ Conclusion
Performances
SO S [1 l'estimateur de seuillage par blocs est strictement

meilleur au sens maxiset que I'estimateur de
seuillage dur
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Bilan IV

Cadre statistique Au ﬁnal :
Ondelettes : . ]

[1 l'estimateur de seuillage par blocs est
Estimation .
Compléments m optimal au sens minimax et maxiset
Introduction O réaliste
Approche maxiset

m performant en pratique

Résultat maxiset

Bilan IV ~ .

Convolution B Avor:

Reformulation du  + ) . ]
probleme ; [1 etude du modele de convolution

Hypothese
Seuillage par blocs
Performances

Conclusion finale
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Convolution
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B Observation:

comeion dY (t) = (f * g)(t)dt + n~L/2dW ()

Compléments

Introduction

[0 f fonction inconnue, 1-périodique

Approche maxiset s

Résultat maxiset [] g fonction connue, ...

Bilan IV 0 convolution :

Convolution

Srifglrérrr\r:gation du f * g fO t — U, )du
Hypothése O {W({), t €0,1] } Brownien

Seuillage par blocs

Performances B ObJeCtIf :

Conclusion finale

0 reconstruire f a partirde {Y (¢), t € [0,1]}

36/42



Reformulation du probl eme
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B Remarque:

Ondelettes

[0 le modele de convolution est équivalent a

Estimation

Compléments

= fi x g +n /%

Introduction

Approche maxiset s

Résultat maxiset 0 L f()l —QﬂiltdY (t)
Bilan IV .

Convolution I fo _27T2ltf t)dt
Refor\mulation du - _9milt

probleme : B fo (t) dt
Hypothese : —9

Seuillage par blocs * N fO TmltdB (t)

Performances

Conclusion finale . ObJeCUf
: [0 reconstruire f a partir de {ylgl_l; | € 7}
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Ondelettes

Estimation

Compléments

Introduction
Approche maxiset
Résultat maxiset
Bilan IV

Convolution

Reformulation du
probléme

Hypothese

Seuillage par blocs

Performances

Conclusion finale

B Hypothese:
[0 pourtout! € Z*,

1 o .
g = fO e 27Tzltg(t)dt

B Exemple simple:

g(.flf) _ Z €—|93+m|

me

[] gl:2(1—|—4ﬂ'2l2 |l|_

m ¢ vérifie I'hypothése avec 0 = 2

Hypoth ese

= i~
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Seulllage par blocs
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Estimateur BlockShrink f’g(x) ;

Ondelettes

Estimation 2l 1 jl 2] 1

Compléments S S 1

Introduction Z Odl k¢l k _|_ 6] k {b k>u25]n_1/2}¢3 kL
Approche maxiset J l k O

Résultat maxiset .

L [0 ondelettes de Meyer

Convolution . .

Reformulation du O estimateur de (3, 1,

probleme .

Hypothese . 1
Seuillage par blocs ﬂ]’k — E ylgl_ wj,k,l
Performances ZEZ

Conclusion finale

n g = fo e 2T (bt

O g1 = |[(1/(1+20))logy(n/logn)| s



Performances

Ondelettes

Cadre statistique \/ TH EO R EM E O

[0 optimalité minimax :

Estimation

Compléments B SIT > p1

Introduction

Approche maxiset sup E?(Hfg — f||£> < ngn,

Résultat maxiset
eBs (L
Bilan IV f T ( )

Convolution
Reformulation du

probléme Pn = n_SP/(2(8+6)+1)

Hypothése

Seuillage par blocs |:| inCIUSion maXiSEt .

Performances = pour wy, c {n—&p/27 (10g n/n)&p/Q}, 8 E]Oa 1[,

Conclusion finale

M(ﬁ?,wn) C M(fga wn)
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Ondelettes

Estimation

Compléments

Introduction
Approche maxiset
Résultat maxiset
Bilan IV

Convolution

Reformulation du
probléme

Hypothese

Seuillage par blocs

Performances

Conclusion finale

Conclusion finale

B Aufinal:
[1 l'estimateur de seuillage par blocs est

m optimal au sens minimax et maxiset
m realiste
m performant en pratique

B Précision importante :

[0 cela est vrai pour de nombreux modeles statistiques

sophistiqués

m ex:réegression a pas de loi uniforme
m ex: modele de convolution
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