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Proposition

O(3) ↪→ Diff (S2) est une rétraction par déformation.

F : Diff (S2)× I → Diff (S2) où F (f ,0) = f , F (f ,1) ∈ O(3) et
F1O(3) = idO(3).



O(3) ↪→ Diff (S2) Théorème de Dehn-Nilsen-Baer Cas g ≥ 2

Proposition

O(3) ↪→ Diff (S2) est une rétraction par déformation.

F : Diff (S2)× I → Diff (S2) où F (f ,0) = f , F (f ,1) ∈ O(3) et
F1O(3) = idO(3).



O(3) ↪→ Diff (S2) Théorème de Dehn-Nilsen-Baer Cas g ≥ 2

Orthogonalisation de la différentielle

Grâce au processus d’orthogonalisation de Gram-Schimdt on
homotope X0 = De0 f à X1 ∈ O(3).

H : S2 × I → S2 où Ht =
XtX−1

0 f

‖XtX−1
0 f‖

et f1 := H1
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Parabolique

P0
t (z) = z + t(i(−f1(e0))− i(f1(−e0)))
où i ∈ Möb(C ∪∞), i(∞) = f1(e0).

Soit Pt = i−1 ◦ P0
t ◦ i , H0

t = Pt ◦ f1 et f2 := H0
1
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Hyperbolique

H1
t = (1−tφ)f2+(tφ)X1

‖(1−tφ)f2+(tφ)X1‖ où φ : R3 × I → [0,1] et f3 := H1
1 .

On dilate la parti qui coincide avec X1 par Hyp ∈ Möb(S2) tel
que il fix f3(−e0) et f3(e0), jusqu’à ce qu’il atteigne la
demi-sphère.
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Champ vectoriel

On peut supposer qui f est l’identité sur la demi-sphère. Par
projection stéréographique de e0, on a h ∈ Diff (R2) égal à
l’identité dehors le circle unitaire.

Figure: h(x , y) = φV0 (1 + y , (x ,−1))

Soit V0 le champ vectoriel sur R2 induite l’image du champ
constante (0,1) par Dh. Il y a une homotopie Vt : R2 → S1 de
V0 au champ constante V1 = (0,1).
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Champ vectoriel

FAIT: Toute trajectoire qui commence en {−1} × [−1,1] finis en
{1} × [−1,1]. (POINCAIRE-BENDIXON)

On multiplie Vt par une fonction scalaire tel que les respectives
trajectoires font le même temp égal à 2 pour aller de
{−1} × [−1,1] à {1} × [−1,1].

Figure: Q = [−1,1]× [−1,1]



O(3) ↪→ Diff (S2) Théorème de Dehn-Nilsen-Baer Cas g ≥ 2

Champ vectoriel

FAIT: Toute trajectoire qui commence en {−1} × [−1,1] finis en
{1} × [−1,1]. (POINCAIRE-BENDIXON)
On multiplie Vt par une fonction scalaire tel que les respectives
trajectoires font le même temp égal à 2 pour aller de
{−1} × [−1,1] à {1} × [−1,1].

Figure: Q = [−1,1]× [−1,1]



O(3) ↪→ Diff (S2) Théorème de Dehn-Nilsen-Baer Cas g ≥ 2

Champ vectoriel

ht ∈ Diff (Q) tel que ht (x , y) = φVt (1 + y , (x ,−1)).

pt ∈ Diff ([−1,1]) tel que pt (x) = proj1(ht (x ,1)).

gt ∈ Diff (Q) tel que gt (x ,−1) = id(x ,−1), g0 = idQ = g1
gt (x ,1) = (p−1

t (x),1) et proj2 ◦ gt = proj2.
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Champ vectoriel

gt ◦ ht (x ,−1) = gt (φ
Vt (0, (x ,−1))) = gt (x ,−1) = (x ,−1)

gt ◦ ht (x ,1) = gt (pt (x),1) = (x ,1)

gt ◦ ht ∈ Diff (Q) gt ◦ ht (∂Q) = id∂Q,

g0 ◦ h0 = h|Q et g1 ◦ h1 = idQ

ils s’etendent comme l’identité dehors Q. Alors on a une
difféotopie entre h et id .

∴ f ∼ X1 ∈ O(3).

Corollaire

Toute f ∈ Diff (S2) se prolonge à une difféomorphisme de B3.
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F : Diff (Σg )→ Out(π1(Σg ))

Théorème
Soit Σ une surface fermée. Alors toute homeomorphisme de Σ
est isotope a une difféomorphisme de Σ. De plus, on peut
replacer toute isotopie entre difféomorphismes à une
difféotopie entre eux.

φ : Σg → Σg 7−→ φ∗ : π1(Σg ,p)→ π1(Σg , φ(p))

Soit γ chemin de p à φ(p) donc on a
Θγ : π1(Σg , φ(p))→ π1(Σg ,p) tel que Θγ([α]) = [γ ∗ α ∗ γ̄].

F : φ 7−→ φγ∗ := Θγ ◦ φ∗ 7−→ {φγ∗} ∈ Out(π1(Σg))

Remarque
-F ne dépende pas du choix de γ.
-Si φ0 isotope à φ1, donc F (φ0) = F (φ1).
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F : Diff (Σg )→ Out(π1(Σg ))

σ : π0(Homeo(Σg))→ Out(π1(Σg))

MCG±(Σg) := π0(Homeo(Σg))

Théorème
Soit g ≥ 1. Le homomorphisme

σ : MCG±(Σg)→ Out(π1(Σg))

est une isomorphisme.
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π0(Diff (Σ1)) ∼= Out(π1(Σ1))

Comme π1(Σ1) ∼= Z2 alors
Out(π1(Σ1)) = Aut(π1(Σ1)) ∼= GL2(Z)

-Surjective: Soit A ∈ GL2(Z)

u ∈ R2 Au ∈ R2

Σ1 Σ1

fA

p p

f̄A

σ([f̄A]) = A.
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π0(Diff (Σ1)) ∼= Out(π1(Σ1))

-Injective: Soit φ ∈ Homeo(Σ1)

σ([φ]) = idZ2 alors φγ∗ = idZ2 et φ∗ = Θγ̄

FAIT: Il exist ψ ∼ idΣ1 tel que ψ∗ = Θγ̄ .

FAIT: Comme Σ1 est une CW−complexe et Σ̃1 contractile.
Alors

φ ∼ ψ ∼ id .

Remarque
L’injectivité pour g ≥ 2 se montre de la même façon.
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-Surjective: Soit f ∈ Aut(π1(Σg))

Définition
Une chaîne sur Σg une suite finie de courbes fermées simples
orientées (α1, ..., αn), pour certain n ∈ N, qui vérifient pour tout
1 ≤ k ≤ n − 1 que < αk , αk+1 > ne dépend pas de k ,
i(αk , αk+1) = 1 et i(αk , αj) = 0 pour |k − j | > 1.

Théorème
Soient Σg une surface fermée, connexe, (α1, ..., αn), et
(β1, ..., βn), deux chaînes de courbes fermées simples,
non-séparantes sur Σg . Alors il exist h ∈ Homeo(Σg) tel que
h(αi) = βi pour tout 1 ≤ i ≤ n.

-Suffit montrer que si (c1, ..., c2g) une chaîne de courbes
fermées simples donc (f (c1), ..., f (c2g)) l’est aussi.
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Premier pas

g ∈ π1(Σg) π1(Σg)

g · x0 ∈ H2 H2

f

MILNOR-SVARC

Q.I. f-equiv

−h : (X ,dX )→ (Y ,dY ) (K ,C)−quasi-isométrie :

1
K

dX (x1, x2)− C ≤ dY (h(x1),h(x2)) ≤ KdX (x1, x2) + C.

-MILNOR-SVARC: G y X (espace métrique propre
géodésique) par isométries de façon proprement et
discontinument et cocompact. Alors G est quasi-isométrique à
X .
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Lié à l’infini

On dit que a,b ∈ π1(Σg) sont liés à l’infini si Ax(a) ∩ Ax(b) est
un point de H2.
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Lié à l’infini

Lemme
Soit g ≥ 2. Revêtement fixé et f ∈ Aut(π1(Σg)). f (a) et f (b)
sont liés à l’inifni si est seulement si a et b sont liés à l’infinie.

Preuve: Soit a,b non li’es à l’infini et R > 0. ∃ N(R) ∈ N :

Oa = {ak · x0 | k ∈ Z} ObN(R) = {bkN(R) · x0 | k ∈ Z∗}

dist(Oa,ObN(R)) > R.

Relie les points de chaque orbite par géodésiques αi et βj tel
que: dist(βj , βj+1) < 2D et dist(βj ,Ax(a)) > R.

Si f (a), f (b) sont liés à l’infini ∃ n,m ∈ Z :

1
K

(R−C) < dist(f (αn), f (βm)) < dist(f (αn), f (αn+1)) < 2DK +C.
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Soit (c1, ..., c2g) une chaîne de courbes fermées simples
1) La classe de conjugaison d’un élément primitif f (ci) a une

représentant simple⇔ chaque paire de représentantes de
f (ci) ne sont liés à l’infini

⇔ chaque paire de
représentantes de ci ne sont liés à l’infini.

2) i(f (ck ), f (cj)) = 0 pour |k − j | > 1⇔ n’exist pas des
représentants de f (ck ), f (cj) qui sont liés à l’infinie⇔
n’exist pas des représentantes de ck , cj qui sont liés à
l’infini.

3) i(f (ck ), f (ck+1)) = 1⇔ ∃ représentants de f (ck ), f (ck+1)
qui sont liés à l’infinie⇔ ∃ représentants de ck , ck+1 qui
sont liés à l’infinie.

4) < f (ck ), f (ck+1) > a le même signe que
< f (ck+1), f (ck+2) >⇔ f (ck ) · Ax(f (ck+1)) et
f (ck+2) · Ax(f (ck+1)) sont du même côté de Ax(f (ck+1))⇔
ck · Ax(ck+1) et ck+2 · Ax(ck+1) sont du même côté de
Ax(ck+1).



O(3) ↪→ Diff (S2) Théorème de Dehn-Nilsen-Baer Cas g ≥ 2

Fin de la démostration

Soit (c1, ..., c2g) une chaîne de courbes fermées simples
1) La classe de conjugaison d’un élément primitif f (ci) a une

représentant simple⇔ chaque paire de représentantes de
f (ci) ne sont liés à l’infini⇔ chaque paire de
représentantes de ci ne sont liés à l’infini.

2) i(f (ck ), f (cj)) = 0 pour |k − j | > 1⇔ n’exist pas des
représentants de f (ck ), f (cj) qui sont liés à l’infinie⇔
n’exist pas des représentantes de ck , cj qui sont liés à
l’infini.

3) i(f (ck ), f (ck+1)) = 1⇔ ∃ représentants de f (ck ), f (ck+1)
qui sont liés à l’infinie⇔ ∃ représentants de ck , ck+1 qui
sont liés à l’infinie.

4) < f (ck ), f (ck+1) > a le même signe que
< f (ck+1), f (ck+2) >⇔ f (ck ) · Ax(f (ck+1)) et
f (ck+2) · Ax(f (ck+1)) sont du même côté de Ax(f (ck+1))⇔
ck · Ax(ck+1) et ck+2 · Ax(ck+1) sont du même côté de
Ax(ck+1).



O(3) ↪→ Diff (S2) Théorème de Dehn-Nilsen-Baer Cas g ≥ 2

Fin de la démostration

Soit (c1, ..., c2g) une chaîne de courbes fermées simples
1) La classe de conjugaison d’un élément primitif f (ci) a une

représentant simple⇔ chaque paire de représentantes de
f (ci) ne sont liés à l’infini⇔ chaque paire de
représentantes de ci ne sont liés à l’infini.

2) i(f (ck ), f (cj)) = 0 pour |k − j | > 1⇔ n’exist pas des
représentants de f (ck ), f (cj) qui sont liés à l’infinie

⇔
n’exist pas des représentantes de ck , cj qui sont liés à
l’infini.

3) i(f (ck ), f (ck+1)) = 1⇔ ∃ représentants de f (ck ), f (ck+1)
qui sont liés à l’infinie⇔ ∃ représentants de ck , ck+1 qui
sont liés à l’infinie.

4) < f (ck ), f (ck+1) > a le même signe que
< f (ck+1), f (ck+2) >⇔ f (ck ) · Ax(f (ck+1)) et
f (ck+2) · Ax(f (ck+1)) sont du même côté de Ax(f (ck+1))⇔
ck · Ax(ck+1) et ck+2 · Ax(ck+1) sont du même côté de
Ax(ck+1).



O(3) ↪→ Diff (S2) Théorème de Dehn-Nilsen-Baer Cas g ≥ 2

Fin de la démostration

Soit (c1, ..., c2g) une chaîne de courbes fermées simples
1) La classe de conjugaison d’un élément primitif f (ci) a une

représentant simple⇔ chaque paire de représentantes de
f (ci) ne sont liés à l’infini⇔ chaque paire de
représentantes de ci ne sont liés à l’infini.

2) i(f (ck ), f (cj)) = 0 pour |k − j | > 1⇔ n’exist pas des
représentants de f (ck ), f (cj) qui sont liés à l’infinie⇔
n’exist pas des représentantes de ck , cj qui sont liés à
l’infini.

3) i(f (ck ), f (ck+1)) = 1⇔ ∃ représentants de f (ck ), f (ck+1)
qui sont liés à l’infinie⇔ ∃ représentants de ck , ck+1 qui
sont liés à l’infinie.

4) < f (ck ), f (ck+1) > a le même signe que
< f (ck+1), f (ck+2) >⇔ f (ck ) · Ax(f (ck+1)) et
f (ck+2) · Ax(f (ck+1)) sont du même côté de Ax(f (ck+1))⇔
ck · Ax(ck+1) et ck+2 · Ax(ck+1) sont du même côté de
Ax(ck+1).



O(3) ↪→ Diff (S2) Théorème de Dehn-Nilsen-Baer Cas g ≥ 2

Fin de la démostration

Soit (c1, ..., c2g) une chaîne de courbes fermées simples
1) La classe de conjugaison d’un élément primitif f (ci) a une

représentant simple⇔ chaque paire de représentantes de
f (ci) ne sont liés à l’infini⇔ chaque paire de
représentantes de ci ne sont liés à l’infini.

2) i(f (ck ), f (cj)) = 0 pour |k − j | > 1⇔ n’exist pas des
représentants de f (ck ), f (cj) qui sont liés à l’infinie⇔
n’exist pas des représentantes de ck , cj qui sont liés à
l’infini.

3) i(f (ck ), f (ck+1)) = 1⇔ ∃ représentants de f (ck ), f (ck+1)
qui sont liés à l’infinie

⇔ ∃ représentants de ck , ck+1 qui
sont liés à l’infinie.

4) < f (ck ), f (ck+1) > a le même signe que
< f (ck+1), f (ck+2) >⇔ f (ck ) · Ax(f (ck+1)) et
f (ck+2) · Ax(f (ck+1)) sont du même côté de Ax(f (ck+1))⇔
ck · Ax(ck+1) et ck+2 · Ax(ck+1) sont du même côté de
Ax(ck+1).



O(3) ↪→ Diff (S2) Théorème de Dehn-Nilsen-Baer Cas g ≥ 2

Fin de la démostration

Soit (c1, ..., c2g) une chaîne de courbes fermées simples
1) La classe de conjugaison d’un élément primitif f (ci) a une

représentant simple⇔ chaque paire de représentantes de
f (ci) ne sont liés à l’infini⇔ chaque paire de
représentantes de ci ne sont liés à l’infini.

2) i(f (ck ), f (cj)) = 0 pour |k − j | > 1⇔ n’exist pas des
représentants de f (ck ), f (cj) qui sont liés à l’infinie⇔
n’exist pas des représentantes de ck , cj qui sont liés à
l’infini.

3) i(f (ck ), f (ck+1)) = 1⇔ ∃ représentants de f (ck ), f (ck+1)
qui sont liés à l’infinie⇔ ∃ représentants de ck , ck+1 qui
sont liés à l’infinie.

4) < f (ck ), f (ck+1) > a le même signe que
< f (ck+1), f (ck+2) >⇔ f (ck ) · Ax(f (ck+1)) et
f (ck+2) · Ax(f (ck+1)) sont du même côté de Ax(f (ck+1))⇔
ck · Ax(ck+1) et ck+2 · Ax(ck+1) sont du même côté de
Ax(ck+1).



O(3) ↪→ Diff (S2) Théorème de Dehn-Nilsen-Baer Cas g ≥ 2

Fin de la démostration

Soit (c1, ..., c2g) une chaîne de courbes fermées simples
1) La classe de conjugaison d’un élément primitif f (ci) a une

représentant simple⇔ chaque paire de représentantes de
f (ci) ne sont liés à l’infini⇔ chaque paire de
représentantes de ci ne sont liés à l’infini.

2) i(f (ck ), f (cj)) = 0 pour |k − j | > 1⇔ n’exist pas des
représentants de f (ck ), f (cj) qui sont liés à l’infinie⇔
n’exist pas des représentantes de ck , cj qui sont liés à
l’infini.

3) i(f (ck ), f (ck+1)) = 1⇔ ∃ représentants de f (ck ), f (ck+1)
qui sont liés à l’infinie⇔ ∃ représentants de ck , ck+1 qui
sont liés à l’infinie.

4) < f (ck ), f (ck+1) > a le même signe que
< f (ck+1), f (ck+2) >⇔ f (ck ) · Ax(f (ck+1)) et
f (ck+2) · Ax(f (ck+1)) sont du même côté de Ax(f (ck+1))

⇔
ck · Ax(ck+1) et ck+2 · Ax(ck+1) sont du même côté de
Ax(ck+1).



O(3) ↪→ Diff (S2) Théorème de Dehn-Nilsen-Baer Cas g ≥ 2

Fin de la démostration

Soit (c1, ..., c2g) une chaîne de courbes fermées simples
1) La classe de conjugaison d’un élément primitif f (ci) a une

représentant simple⇔ chaque paire de représentantes de
f (ci) ne sont liés à l’infini⇔ chaque paire de
représentantes de ci ne sont liés à l’infini.

2) i(f (ck ), f (cj)) = 0 pour |k − j | > 1⇔ n’exist pas des
représentants de f (ck ), f (cj) qui sont liés à l’infinie⇔
n’exist pas des représentantes de ck , cj qui sont liés à
l’infini.

3) i(f (ck ), f (ck+1)) = 1⇔ ∃ représentants de f (ck ), f (ck+1)
qui sont liés à l’infinie⇔ ∃ représentants de ck , ck+1 qui
sont liés à l’infinie.

4) < f (ck ), f (ck+1) > a le même signe que
< f (ck+1), f (ck+2) >⇔ f (ck ) · Ax(f (ck+1)) et
f (ck+2) · Ax(f (ck+1)) sont du même côté de Ax(f (ck+1))⇔
ck · Ax(ck+1) et ck+2 · Ax(ck+1) sont du même côté de
Ax(ck+1).



O(3) ↪→ Diff (S2) Théorème de Dehn-Nilsen-Baer Cas g ≥ 2

Fin de la démostration

Alors il exist ψ ∈ Homeo(Σ1) tel que {ψ∗(ci)} = {f (ci)}. Il faut
montrer que H := ψ−1

∗ ◦ f ∈ Inn(π1(Σg)).

-H(c1) = Ia1(c1).

-l’ensemble de représentantes de c2 liés avec c1 est donné par
Ick

1
(c2).

-Ic−k
1 a1
◦ H fix c1, c2.
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Soit Ic−k
1 a1
◦ H(c3) = c′3.

∴ {ψ−1
∗ ◦ f} = {id}.
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