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Parabolique

PP(2) = z + 1(i(fi(&0)) — i(f ; €)))

ou i € Mob(C U x0), i(c0) (eo).
e f:e
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-



0(3) — Diff(S?)

Parabolique

P)(2) = z + t(i(—fi(&0)) — i(fi(—e0)))
ol i € M3b(C U o0), i(c0) = fi ().
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Hyperbolique

_ (1=tp)hb+(te) X N . o
H;_W ol ¢:R3x/—1[0,1 et f:=H.

f4(-eo) (([ f4(eo)
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Hyperbolique

_ (1=tp)hb+(te) X . . 3 oyl
H;_W ol ¢:R3x/—1[0,1 et f:=H.

f4(-eo)

On dilate la parti qui coincide avec X; par Hyp € Mob(S?) tel
que il fix f3(—ep) et f5(ep), jusqu’a ce qu’il atteigne la
demi-sphere.
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Champ vectoriel

On peut supposer qui f est l'identité sur la demi-sphére. Par
projection stéréographique de ey, on a h € Diff(R?) égal a
l'identité dehors le circle unitaire.
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Soit V; le champ vectoriel sur R? induite I'image du champ
constante (0, 1) par Dh.
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Champ vectoriel

On peut supposer qui f est l'identité sur la demi-sphére. Par
projection stéréographique de ey, on a h € Diff(R?) égal a
l'identité dehors le circle unitaire.

o *f“TT,TrTW

I
X-1) (x-1)

Figure: h(x,y) = ¢ (1 + y, (x,—1))

Soit V; le champ vectoriel sur R? induite I'image du champ
constante (0, 1) par Dh. Il y a une homotopie V; : R2 — S' de
Vy au champ constante V4 = (0, 1).
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Champ vectoriel

FAIT: Toute trajectoire qui commence en {—1} x [—1, 1] finis en
{1} x [-1,1]. (POINCAIRE-BENDIXON)
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o] lele)

Champ vectoriel

FAIT: Toute trajectoire qui commence en {—1} x [—1, 1] finis en
{1} x [-1,1]. (POINCAIRE-BENDIXON)

On multiplie V; par une fonction scalaire tel que les respectives
trajectoires font le méme temp égal a 2 pour aller de

{-1} x[-1,1]a{1} x[-1,1].

1

pr(x',-1)

(X,=1) (X',-1)

Figure: Q =[-1,1] x [-1,1]
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Champ vectoriel

h € Diff(Q) telque hy(x,y) = ¢V1(1 +y, (x, —1)).
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Champ vectoriel

he € DIff(Q) telque hi(x,y) = 6%(1+y, (x,—1)).
p: € Diff([-1,1]) telque p«(x) = proji(h(x,1)).
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Champ vectoriel

he € DIff(Q) telque hi(x,y) = 6%(1+y, (x,—1)).
p: € Diff([-1,1]) telque p«(x) = proji(h(x,1)).

pr(x',-1)

(X,=1) (X',-1)

g: € Diff(Q) telque gi(x,—1)=1id(x,—1), go=idgq= 91
gi(x,1) = (p; (x),1) et projp o gr = proj.
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Champ vectoriel

gto hT(X7_1) = gf(d)VI(oﬂ (X7 _1))) = gt(Xv _1) = (X7 _1)
gto hf(xv 1) = gt(pt(x)v 1) = (X71)

gio hy € Diff(Q) gt o h(9Q) = idyq,
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Champ vectoriel

gto hf(x’_1) = Qt(¢v'(0a (X7 _1))) = gt(Xv _1) = (X7 _1)
gto hf(xv 1) = gt(pt(x)v 1) = (X71)

gio hy € Diff(Q) gt o h(9Q) = idyq,
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o f~ X € O3).

Corollaire

Toute f € Diff(S?) se prolonge a une difféomorphisme de B®.
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F : Diff(g) — Out(m1(g))

Théoréme

Soit ¥ une surface fermée. Alors toute homeomorphisme de ©
est isotope a une difféomorphisme de ¥*. De plus, on peut
replacer toute isotopie entre difféomorphismes a une
difféotopie entre eux.
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F : Diff(g) — Out(m1(g))

Théoréme

Soit ¥ une surface fermée. Alors toute homeomorphisme de ©
est isotope a une difféomorphisme de ¥*. De plus, on peut
replacer toute isotopie entre difféomorphismes a une
difféotopie entre eux.

P:rg—=Xyg  — ¢ m(Xg,p) = m(Xg, ¢(p))
Soit v chemin de p a ¢(p) donc on a
O, : m1(Zg, 6(p)) — m1(Zg. p) tel que ©,([a]) = [y * a * 7).
F:9 +— ¢]l:=0y00. +— {¢]} € Out(m(Xy))

Remarque

-F ne dépende pas du choix de ~.
-Si ¢g isotope a ¢1, donc F(¢pg) = F(p1).




Théoréme de Dehn-Nilsen-Baer
oce

F : Diff(g) — Out(m1(g))

o : mo(Homeo(X4)) — Out(m1(Xq))
MCG*(%g) := mo(Homeo(Z))

Théoréeme
Soit g > 1. Le homomorphisme

o : MCG*(X4) — Out(r1(Xg))

est une isomorphisme.
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Out(m1(X4)) = Aut(m(X4)) = GLo(Z)
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o (Diff(X1)) = Out(m1(X4))

Comme 71(X1) = Z2 alors
Out(m1(X4)) = Aut(m(X4)) = GLo(Z)
-Surjective: Soit A € GL(Z)

fa
ueR2 Au € R?
pl lp
» _ 5
fa

o([fal) = A
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Théoréme de Dehn-Nilsen-Baer
oce

o (Diff(X1)) = Out(m1(X4))

-Injective: Soit ¢ € Homeo(X1)
o([¢]) = idy alors ¢ = idy et ¢, = ©5

FAIT: Il exist ¢ ~ idy, tel que 1. = Os.

FAIT: Comme X est une CW—complexe et ¥ 1 contractile.
Alors

b~ 1~ id.

Remarque
Linjectivité pour g > 2 se montre de la méme fagon.




-Surjective: Soit f € Aut(m1(Xg))

Définition

Une chaine sur ¥4 une suite finie de courbes fermees simples
orientées (o, ..., aup), pour certain n € N, qui vérifient pour tout
1 <k <n-—1que< ak,axr1 > ne dépend pas de kK,
i(ak,ak+1) =1et i(ak,aj) =0 ,OOUI’|k —j| > 1.
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Définition

Une chaine sur ¥4 une suite finie de courbes fermees simples
orientées (o, ..., aup), pour certain n € N, qui vérifient pour tout
1 <k <n-—1que< ak,axr1 > ne dépend pas de kK,
i(ak,ak+1) =1et i(ak,aj) =0 ,OOUI’|k —j’ > 1.

Théoréme

Soient X4 une surface fermée, connexe, (o, ..., an), €t

(51, ..., Bn), deux chaines de courbes fermées simples,
non-séparantes sur > g4. Alors il exist h € Homeo(Xy) tel que
h(«;) = B; pour tout1 < i < n.

-Suffit montrer que si (¢4, ..., Cog) une chaine de courbes
fermées simples donc (f(cy), ..., f(Ccag)) I'est aussi.
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g e m(Xyg) mT1(Xg)
l lMILNOR—SVARC

2

. 2
9-xcH Q.l. f-equiv

—h:(X,dx) — (Y,dy) (K, C)—quasi-isométrie :

1
?dx(Xth) - C< dy(h(X1), h(Xg)) < de(X1,X2) + C.
-MILNOR-SVARC: G ~ X (espace métrique propre
géodésique) par isométries de fagon proprement et
discontinument et cocompact. Alors G est quasi-isométrique a
X.
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Soit g > 2. Revétement fixe et f € Aut(mi(Xy)). f(a) et f(b)
sont liés a l'inifni si est seulement si a et b sont liés a l'infinie.

Preuve: Soit a, b non li'es a l'infiniet R > 0. 3 N(R) e N :
Oa={d x| keZ} Opm={b""NP . x| kez}

dist(Oa, Opnry) > R.

Relie les points de chaque orbite par géodésiques «; et 3; tel
que: dist(5;, Bj+1) < 2D et dist(5;, Ax(a)) > R.

Si f(a), f(b) sont lies a l'infini I n,.me Z:

%(R—C) < dist(f(an), F(Bm)) < dist(f(an), f(ans1)) < 2DK+C.
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Soit (¢t ..., Cag) une chaine de courbes fermées simples
1) La classe de conjugaison d’un élément primitif f(c;) a une
représentant simple < chaque paire de représentantes de
f(ci) ne sont liés a l'infini
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1) La classe de conjugaison d’un élément primitif f(¢;) a une
représentant simple < chaque paire de représentantes de
f(ci) ne sont liés a l'infini < chaque paire de
représentantes de c¢; ne sont liés a l'infini.

2) i(f(ck), f(c;)) = 0 pour |k — j| > 1 < n'exist pas des
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n'exist pas des représentantes de cx, ¢; qui sont liés a
Finfini.

3) i(f(ck), f(ck1)) = 1 < I représentants de f(ck), f(Ck+1)
qui sont liés a l'infinie< 3 représentants de ¢, cx11 qui
sont liés a linfinie.

4) < f(ck), f(cks1) > ale méme signe que
< f(Ck+1), f(Cky2) > = f(ck) - Ax(f(Ck+1)) et
f(Cks2) - AX(f(Ck+1)) sont du méme coté de Ax(f(ck+1)) &
Ck - AX(Ck41) €t Cky2 - Ax(Ck+1) sont du méme c6té de
AX(Ci41)-
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Alors il exist 1» € Homeo(X+) tel que {v.(c;)} = {f(c)}. Il faut
montrer que H := ;" o f € Inn(m1(Zy)).

-H(C1) = Ia1 (C1 )
-'ensemble de représentantes de ¢, liés avec ¢ est donné par
lex(C2)-

-lcrka1 o H fix Cy, Co.
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Fin de la démostration

Soit Ic1_ka1 o H(C3) = Cé.

K r
AX(C2C1C2)
AX(Cs)

AX(C1)

AX(C5165)

JAX(ChC5C2)
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Soit Ic1_ka1 o H(C3) = Cé.

K r
AX(C2C1C2)
AX(Cs)

AX(C1)

AX(C5165)

JAX(ChC5C2)

S Av o £y = {id}.
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