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Le laplacien

�f(x) = @2x1f(x) + � � �+ @2xnf(x)
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Courbure moyenne

D�e�nition alternative :
�f = tr (Hess(f))

o�u

Hess(f) =

0
B@

@2x1f : : : @x1@xnf
...

. . .
...

@xn@x1f : : : @2xn

1
CA

) ne d�epend pas de la base orthonormale !

@2xkf(x) = courbure de f dans la direction xk en x.

) �f = courbure moyenne de f en x.
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Mouvement par courbure moyenne
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Mouvement par courbure moyenne

utilis�e en imagerie :

ou bien pour mod�eliser des �evolutions d'interface (colonies de bact�eries ;

aque d'huile dans de l'eau)
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http://images.math.cnrs.fr/La-tache.html


Surfaces minimales

On dit qu'une surface est minimale si sa courbure moyenne est nulle en
tout point : une d�eformation locale ne peut qu'augmenter son air.

Pierre Monmarch�e Les valeurs propres sont dans Laplace 22/02/2016 8 / 36



Moyenne locale

Par un d�eveloppement de Taylor,Z
Sd

f(x+ rz)dz '
r!0

f(x) +
r2

2
�f(x) + o

r!0
(r2):

Fonctions harmoniques

Z
Sd

f(x+ rz)dz = f(x) 8x; 8r , �f = 0:

C'est ce qu'on appelle une fonction harmonique.

�f mesure le d�efaut local d'harmonicit�e de f ; c-�a-d �a quel point f et sa
moyenne locale di��erent.
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Laplacien discret

Sur un graphe, si Vu = fv � ug est le voisinnage de u,

�df(u) =
1

jVuj

 X
v�u

f(v)

!
� f(u):

Par exemple en maillant R d'un pas h,

�df(x) =
f(x+ h) + f(x� h)

2
� f(x)

' h2

2
f 00(x)

discret ! continu : - id�ealisation
- limite d'�echelle

continu ! discret : - bilan de mati�ere �a petits volumes
- sch�ema num�erique
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Di�usion
fn(x) = nombre de particules dans la case x au temps n.

�A chaque �etape, les particules migrent (uniform�ement) vers les cases
adjacentes.
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Di�usion
En même temps, arrivent dans la case x le quart des populations voisines.

) fn+1(x) =
1

4

X
z�x

fn(z)
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Di�usion
En même temps, arrivent dans la case x le quart des populations voisines.

) fn+1(x)�fn(x) = 1

4

X
z�x

fn(z)�fn(x)
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Di�usion
En même temps, arrivent dans la case x le quart des populations voisines.

) @tf(t; x) = �f(t; x)
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�Equation des ondes

h(x; t) = hauteur d'une corde �x�ee �a ses extr�emit�es.
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�Equation des ondes

D'apr�es la m�ecanique newtonienne,

mh00i (t) = k (hi�1(t)� hi(t)) + k (hi+1(t)� hi(t))

) @2t h(xi; t) =
2k

m

�
h(xi+1; t) + h(xi�1; t)

2
� h(xi; t)

�
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Limite d'�echelle

D�ezoom en espace + acc�el�eration du temps =

�Equation de la chaleur et des ondes

@kt f = �f

k = 1 ou 2.

En cherchant f sous la forme f(x; t) = a(x)b(t), on voit que c'est
�equivalent �a �

�a = �a

@kt b = �b

pour un certain � � 0. En particulier,

b(t) =

�
e�j�jt pour la chaleur.

cos(
p
j�jt) pour les ondes.
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�Equation de la chaleur et des ondes


 un ouvert born�e de Rd

0 � �1 � �2 � : : : les valeurs propres de �� dans H1
0

fi les fonctions propres associ�ees

f0 =
P

aifi une condition initiale

La solution de 8<
:

@tf = �f sur 

f = 0 sur @


f(x; 0) = f0(x)

est
f(x; t) =

X
aie

��itfi(x):

[cf. animations]
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R�esonnance
Solution particuli�ere de l'�equation

x00 + �2x = cos(!t):

Si � 6= !,

x(t) =
1

�2 � !2
cos(!t)

Si � = !,

x(t) =
t

2!
sin(!t)
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R�esonnance

spectre du Laplacien $ fr�equences propres (de r�esonnance)

Genie civil, robotique : �eviter les r�esonnances

Musique : cuivres (trompettes) ; simulations num�eriques
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https://www.youtube.com/watch?v=X8YR5nS-PY0


Les �gures de Chladni

En 1809 le math�ematicien Chladni �etait invit�e �a pr�esenter une �etonnante
exp�erience devant Napol�eon.
C�a ressemblait �a �ca.

Pierre Monmarch�e Les valeurs propres sont dans Laplace 22/02/2016 21 / 36

http://www.youtube.com/watch?feature=endscreen&NR=1&v=YedgubRZva8


Les �gures de Chladni
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Probl�eme inverse

Observation d'une onde
! connaissance de ses fr�equences
! connaissance du spectre de l'objet.

Question : \can one hear the shape of a drum ?" (Kac, 1966)
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G�eom�etrie spectrale

Contre exemple (Gordon, Webb et Wolpert, 1991) :

En revanche c'est vrai si l'on ne consid�ere que des tambours convexes �a
fronti�ere analytique (Zelditch, 2000).

On tire des informations g�eom�etriques des coe�cients ak d�e�nis par :X
i�1

e��it � t�
d

2

X
k�0

akt
k

2 :
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Goulet d'�etranglement

�1 � �2 est typique des syst�emes multi-�echelles ou m�etastable.

La temp�erature s'homog�en�eise en un temps � 1

�2
dans chaque domaine ;

et en un temps � 1

�1
entre eux.

(idem pour le temps de visite d'un brownien).
) probl�eme d'algorithmique (� mauvais conditionnement de matrice)

Pierre Monmarch�e Les valeurs propres sont dans Laplace 22/02/2016 25 / 36



Isop�erim�etrie

Th�eor�eme (Faber-Krahn 1923)

D un domaine de Rd, B la boule euclidienne de même volume, alors

�1(D) � �1(B)

autrement dit \un tambour bizarre est toujours plus aig�ue que son
�equivalent rond".

In�egalit�e de Cheeger

inf
A�D

j@Aj
min (vol(A); vol(Ac))

� 2
p
�1(D):
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Partitions spectrales minimales
Probl�eme : subdiviser un domaine en sous-domaine Dk en minimisant

max
k

(�1(Dk)) :

Solution envisag�ee : soit fk fonction propre associ�e �a �k, on d�elimite les
Dk par les lignes de niveau 0 (nodales) de fk.
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Partitions spectrales minimales

Conjecture : l'hexagone serait asymptotiquement optimal ?
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In�egalit�es fonctionnelles

Par int�egration par partie (formule de Green),Z



f(x)�f(x)dx = �
Z



jrf(x)j2dx
XZ




(��k)jfk(x)j2dx =

��1
XZ




jfk(x)j2dx �

si f0 = 0 (la partie constante de f , c-�a-d
R


f).

In�egalit�e de Poincar�e

Z



�
f(x)�

Z



f(z)dz

�2
dx � 1

�1

Z



jrf(x)j2dx
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La corde vibrante

Sur R, f 00 = ��2f ) f(t) = A cos(�t+ ').

Spectre : �k = k �
L
pour k 2 N.

�1 : fondamentale (son le mieux entendu).

�2 = 2�1 : octave (note identi��ee par le cerveau �a la fondamentale).

�3 = 3�1 =
3

2
�2 : quinte.

312

219
' 1; 0137
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La gamme pythagoricienne
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De nombreux inconv�enients

1 La quinte du loup.

2 La di�cult�ee �a moduler ou transposer.

3 Des tierces (= 4 quintes) fausses (comma syntonique) :

34

25
=

81

64
5

4
=

80

64
:

) Temp�eraments.
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Des fractions plus jolies que d'autres

accord majeur = premi�eres harmoniques

tons voisins, cadences, etc.

Triton (diabolus in musica) :
p
2.

C'est malgr�e tout tr�es culturel. . .
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R�ef�erences

Cr�edits image : (pas tout �a fait exhaustif)

La page d'�Edouard Oudet (une caverne d'Ali Baba)

Wikipedia... (pages : minimal surfaces, hearing the shape of a drum)

Analyse et comparaison des sons

Articles d'Images des Maths :

�A la d�ecouverte des partitions spectrales minimales

Le laplacien (tout simplement)

La tâche (pour le mouvement par courbure)

Les �gures de Chladni

Spectre
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http://www-ljk.imag.fr/membres/Edouard.Oudet/index.php
http://www.cuk.ch/articles/2468
http://images.math.cnrs.fr/A-la-decouverte-des-partitions.html
http://images.math.cnrs.fr/Le-Laplacien.html
http://images.math.cnrs.fr/La-tache.html
http://images.math.cnrs.fr/Les-figures-sonores-de-Chladni.html
http://images.math.cnrs.fr/Spectre.html


R�ef�erences

Accoustique :

Comparaison du spectre d'un violon authentique et d'une banque de
son

Les premiers modes pour un tambour rond.

G�eom�etrie spectrale :

Surveys in Di�erential Geometry, Eigenvalues of Laplacians and other

geometric operators

Un traitement math�ematique accessible des tambours

Math�ematique et composition :

The lamb (Tavener, 1982)

L'o�rande musicale (Bach ; palindrome, ou ruban de M�oebius musical)

La quinte juste (Kaamelott, Astier)

Society for Mathematics and Computation in Music
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http://www.cuk.ch/articles/2468
http://physique.unice.fr/sem6/2007-2008/PagesWeb/Tambourin/Experience/Resultats/Resultats.html
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~pberard/D/tambours.pdf
http://www.youtube.com/watch?v=T8-cFRjcdU0
http://www.youtube.com/watch?v=4VFJdMRg_Yo&feature=kp
http://www.wideo.fr/video/iLyROoaft7mU.html
http://www.smcm-net.info/
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