1 Le probleme de réalisation de Nielsen

Le groupe d’isométries d’une surface hyperbolique fermée M, orientable et de genre
g > 2 est toujours fini et la seule isométrie qui est isotope a 'identité est I'identité méme.
Les surfaces hyperboliques avec groupe d’isométries non trivial ont était utilises pour
construire sous-groupes finis du groupe des classes d’isotopie de difféomorphismes de M,
mo(Dif f(M)), appelé mapping class group et notée Mod(M) ou MCG(M). On peut se
demander, au sens contraire, si des sous-groupes finis du mapping class group peuvent
étre réalisés comme des groupes d’isométries de surfaces hyperboliques. L’objectif de mon

exposé sera de raconter les divers éléments impliqués dans le résultat suivant due a Steven
P. Kerckhoff.

Théoréeme 1. Tout sous-groupe fini G de mo(Dif f(M)) peut étre réalisé comme un groupe
d’isométries d’une surface hyperbolique.

Si 'on désigne par Dif fo(M) le sous groupe distingué de Dif f (M) donné par les
difféomorphismes isotopes a l'identité, le mapping class group est le quotient

Mod(M) = Dif f(M)/Dif fo(M).
Morita [5] a prouvé que, si le genre de M est au moins 5 la suite exacte
1 — Diffo(M) — Dif fr(M) — Mod(M) — 1

ne scinde pas. Plus tard Franks et Handel [3] ont montré le méme résultat pour genre 3,
Markovic et Saric [4] ont montré que pour g > 2 le mapping class group ne se reléve pas a
le groupe d’homéomorphismes. Cantat et Cervau [2] on montré un résultat analogue pour
des sous-groupes d’indice fini du mapping class group et le groupe des difféomorphismes
analytiques. Etant donné un sous-groupe G de Mod(M) le probleme de réalisation de
Nielsen demande quelles conditions doivent se imposer sur GG, pour qu’il soit possible de
le relever a Dif f(M). Kerckhoff [1] a montré que ce probléeme d’extension est résoluble
pour des sous-groupes finis. En fait, il a montré le théoréeme équivalent suivant :

Théoreme 2. Tout sous-groupe fini G C Mod(M) agissant sur T, a un point fize.

Ici Ty est I'espace de Teichmiiller sur M.



2 Plan

Kerckhoff a montré le théoréme 2 a partir de laquelle on peut en déduire les théoremes
1 et 3.
La structure de mon exposé sera la suivant :

Théoréme (2). Tout sous-groupe fini G C Mod(M) agissant sur Ty a un point fize.

Ici T, est I'espace de Teichmiiller sur M.
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Théoréme (1). Tout sous-groupe fini G de wo(Dif f(M)) peut étre réalisé comme un
groupe d’isométries d’une surface hyperbolique.
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Théoréme (3). Le probléme d’extension (lifting problem) pour 7 : Dif f(M) — moDif f(M)
est résoluble pour G C moDif f(M) fini quand M est une surface de genre g.

Remarque. La Preuve du théoréme 2 contient pas mal des éléments assez importantes
dans la théorie de Teichmuller.

Remarque. Pour motiver un peu le probléme, je vous promets qu’il y aura des tremble-
ments de terre et un gateau a la fin.
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