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Presque périodicité

Le mot de Fibonacci

Le mot de Fibonacci n'est pas périodique car sa proportion de
1 tend vers |'inverse du nombre d’or.

Mais ce mot est presque périodique : pour tout mot fini qui
apparait dans le mot de Fibonacci, il existe M € N tel que

tout trongon du mot de Fibonacci de longueur au moins M
contienne le mot fini considéré.
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Presque périodicité

Fonctions presque périodiques

Soit f une fonction continue de R vers C. Pour € > 0, une
e-presque période de f est un réel T tel que

VEER, |[f(t+T)—f(t)| <e

On dit que f est presque périodique si pour tout ¢, il existe
M € N tel que I'ensemble des e-presque périodes de f
intersecte tout intervalle de longueur M.
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Fonctions presque périodiques

Théoreme

Une fonction continue f : R — C est presque périodique si et
seulement si elle peut étre arbitrairement bien approchée en
norme infinie par des fonctions de la forme

n
t— E Oéjei)\jt.
Jj=1



Equidistribution

On dit qu'une suite (x,) d'éléments de [0, 1[ est équidistribuée
si pour tout (a, b) € [0,1]?,
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Equidistribution

On dit qu'une suite (x,) d'éléments de [0, 1[ est équidistribuée
si pour tout (a, b) € [0, 1],

<N:a<x,<b
in = =% = }‘—>|b—a\.

N n—oo

Théoreme
Si « est irrationnel, alors pour tout réel x, la suite des parties
fractionnaires de x + an est équidistribuée.
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Un probleme plus précis

Soit & € R. Soit v : R/Z — R de classe C*°. On suppose que
/ u(x)dx = 0.
R/Z

Pour x € R/Z, on se demande si cette suite est bornée :

(u(x) + ulx + ) + -+ u(x + na))nen
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Un probleme plus précis

Théoreme

Le réel « est diophantien si et seulement si pour tout (u, x), la
suite considérée est bornée.

Le réel « est dit diophantien s'il existe € > 0 et M € N tels que

a—E‘z

q

¥(p,q) € Z x N*,

€
g
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Un probleme plus précis

Démonstration de I'implication directe

Supposons « diophantien. Nous allons construire une fonction
continue v : R/Z — R telle que

Vx € R/Z, u(x) = v(x + a) — v(x).

L'existence d'un tel v suffit pour conclure, puisqu’elle permet
d'écrire la suite d'intérét sous la forme (v(x + na) — v(x))pen.
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hypothétique v qui convient, on a (formellement) :
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Un probleme plus précis
On cherche v tel que Vx, u(x) = v(x + a) — v(x).

Il suffit de montrer que la série >, u,/(e*™™ — 1) est
absolument convergente.

e — 1| > 2/7 x d(2nna, 27Z) > 4en* ™V

Comme u est lisse, la suite (Ju,|) est a décroissance rapide, si
bien que (Ju,|n™~1) est sommable. O



Bref retour au probleme initial
Le théoreme KAM

Perturbons un systeme képlérien. Pour de petites
perturbations aussi abondantes que le sont les nombres
diophantiens parmi les réels, on sait démontrer que le systeme

obtenu est presque-périodique.

C'est le théoreme KAM, pour Kolmogorov, Arnold et Moser.
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Les nombres diophantiens sont-ils rares ou abondants?

lls sont rares au sens de la topologie et abondants au sens des
probabilités.
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I'ensemble vide n'est pas gros;
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Ces deux notions de grosseur satisfont aux axiomes naturels
suivants :

» |’ensemble vide n'est pas gros;
» I'espace [0, 1] tout entier est gros;

» si une partie contient une grosse partie, alors elle est
également grosse ;

» |'intersection de deux grosses parties est grosse;
» une intersection dénombrable de grosses parties est grosse.
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Un nombre générique n’est pas diophantien.

L'ensemble D des réels diophantiens entre 0 et 1 est défini
comme

UN{e:la-2]> 21
n,M p,q
Or M, {a : ‘Oz = n;M} est fermé d'intérieur vide.

]
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L'ensemble D des réels diophantiens entre 0 et 1 est défini
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Rares ou abondants?

Un nombre aléatoire est diophantien.

L'ensemble D des réels diophantiens entre 0 et 1 est défini

T gunfe )

n pgq
Montrons que le complémentaire de ﬂpq {a ; ‘oz -4

a une mesure qui tend vers 0 quand n tend vers I'infini.

1
> L1
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Rares ou abondants?

Un nombre aléatoire est diophantien.

L'ensemble D des réels diophantiens entre 0 et 1 est défini
comme

1
JUN e |2l e
n p,q
Le borélien |, {a €[0,1] : ‘a—g < %(73} a une mesure

qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini car cette mesure est
majorée par 2n~* Y ‘”1.
O



Nombres aléatoires et nombres génériques

On a plus ou moins donné un sens a < un nombre générique/
aléatoire vérifie une propriété > mais on ne sait pas donner de
sens a ce qu'est un nombre générique/aléatoire.
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Un élément de [0, 1] est dit aléatoire s'il appartient a toute
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Nombres aléatoires et nombres génériques
Quelques faits

Un nombre qui est générique ou aléatoire n'est pas calculable.

L'ensemble des nombres génériques est gros au sens de la
topologie.

L'ensemble des nombres aléatoires est gros au sens des
probabilités.

Aucun nombre n’est a la fois générique et aléatoire.



Nombres aléatoires et nombres génériques

Définition de la calculabilité

On s'intéresse, pour simplifier, 3 ({0, 1}, Ber(1/2)®N) plutét
qu'a ([0,1],dx). L'espace {0, 1}V est muni de la topologie
produit. Un ouvert U est dit calculable s'il existe un
programme qui, étant donné un mot fini m, répond a la
question suivante :

< Est-ce que tout élément de {0, 1}" commencant par m
appartient a U7 >



Nombres aléatoires et nombres génériques

Définition de la calculabilité

Une suite d'ouverts (U,) est dite calculable s'il existe un
programme qui, étant donnés un mot fini m et un entier n,
répond a la question suivante :

< Est-ce que tout élément de {0, 1} commencant par m
appartient a U, 7?7 >



Nombres aléatoires et nombres génériques

Enfin les vraies définitions. . .

Un élément de {0, 1} est dit aléatoire si pour toute suite
décroissante calculable d'ouverts de mesure tendant vers 0, il
n'appartient qu'a un nombre fini de ces ouverts.

Un élément de {0, 1}"0 est dit générique s'il appartient a tout
ouvert dense calculable.
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et ce de fagon indépendante.
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Le nombre Q de Chaitin

Tapez en C un programme infini en choisissant le n®™e
caractere du programme uniformément parmi ceux disponibles,

et ce de fagon indépendante.

On note Q la probabilité que le programme (auquel on ne
donne aucun argument en entrée) tourne correctement et
s'arréte en temps fini.

Le nombre Q, bien que défini de facon univoque, est aléatoire :
en particulier, il n'est pas calculable.



Nombres aléatoires et nombres génériques
Le nombre Q de Chaitin

Théoreme

Quelle que soit I'axiomatisation (raisonnable) des
mathématiques que vous choisissiez, seul un nombre fini des
énoncés suivants est décidable :

1. le premier chiffre de ) est 0,
2. le deuxiéme chiffre de Q est 0,
3. le troisieme chiffre de Q) est 0,

4. le quatriéme chiffre de 2 est 0,



Merci pour votre attention.

Merci aux sources suivantes pour les images astronomiques :

NASA, JPL, SSI.

Les diapositives de cet exposé ainsi que des références et
compléments sont disponibles ici :

perso.ens-lyon.fr/sebastien.martineau/pampers
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